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PRESENTACION

El presente material es un complemento del texto Ecuaciones diferenciales. Aqui se estudia un
método que consiste en transformar ciertos problemas de valores iniciales en problemas de
tipo algebraico. Asi, se resuelven estos tltimos y, mediante un proceso inverso, se obtiene la
solucién a los problemas originales de valores iniciales. Este método esta ligado con una
transformacion llamada transformada de Laplace y su transformacién inversa.

La transformada de Laplace se define mediante una integral impropia; por tal motivo, se
inicia con una seccién que brinda los elementos basicos de este concepto.

El formato de esta guia es semejante al del texto citado. En general, se sigue una
metodologia en la cual se tratan de deducir las técnicas por utilizar. El tema contiene
bastantes elementos tedricos, por lo tanto aparece un buen ntmero de definiciones y
teoremas; ademads, se provee una serie bastante amplia de ejemplos.

Al final, se proporcionan las soluciones de todos los ejercicios propuestos. Estas se brindan
con bastante detalle, aunque no tanto como en los ejemplos resueltos, de modo que le
permitan al estudiante tener una guia adecuada con respecto a la forma de resolverlos.

Agradezco a Eugenio Rojas y a Mario Marin la revision del material, asi como sus
sugerencias para mejorarlo.
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OBJETIVOS

Utilizar la definicién de integral impropia para calcular este tipo de integrales de

algunas funciones.

Aplicar diversos criterios para determinar si la integral impropia de una funciéon

dada es convergente.
Calcular la transformada de Laplace de funciones dadas.
Calcular la transformada inversa de Laplace de funciones dadas.

Aplicar la transformada de Laplace y su transformada inversa para resolver

ecuaciones diferenciales lineales con valores iniciales.

Aplicar la transformada de Laplace y su transformada inversa para resolver sistemas

de ecuaciones diferenciales lineales con valores iniciales.



1. Integrales impropias

Recuerde que el concepto de integral definida se define para funciones acotadas en in-
tervalos cerrados y acotados de ntiimeros reales. Esto implica que, cuando se considera

una integral del tipo
b
| fax,
a

se supone que la funcién f tiene como dominio un intervalo [a, D] y es acotada en ese do-
minio. Sin embargo, en algunos contextos, se requiere trabajar con funciones no acotadas

o cuyo dominio es un intervalo no acotado. Por ejemplo, pueden aparecer expresiones del

11d +°°1d
‘/OWXOA ;x.

En el primer caso, la funcién f(x) = \/L} no es acotada en [0, 1] ni estd definida en 0.

tipo

En el segundo, el intervalo no es acotado. Sin embargo, en ambos casos se puede asignar

un valor apropiado a la expresion.

Por analogia con las integrales definidas, la expresiéon floo %dx se puede interpretar
como el drea bajo la curva y = %, sobre el intervalo de longitud infinita (no acotado)

[1, +-00[. Asi se ilustra en la figura 1.
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Figura 1. Area bajo la curva y = xl—z

1



2 Ecuaciones diferenciales

Una pregunta interesante es si esta drea es finita, es decir, si tiene asignado un ntimero
real o es infinita. Se puede estimar esto si primero se calcula la integral | %dx y luego
se analiza qué sucede a medida que b se hace arbitrariamente grande, esto es, se observa

qué pasa cuando b — +co. Si se realiza el cdlculo mencionado, se obtiene:

b1 b 1
/ —de:/ X 2dx = —=
1 X 1 x

Sib — +o0, entonces —1 +1 — 1. Por este motivo, parece razonable decir que el drea
b P q

b
— 141
1 b

bajo la curva es igual a 1.

Considere ahora la curvay = % (vea la figura 2). Si se trata de estimar el 4rea bajo esta

curva sobre el intervalo [1, +o0[, mediante el procedimiento anterior, se obtiene:
b1 b
/ ;dx =Inx|; =Inb—-Inl=Inb—-0=1Inb.
1

Sib — oo, entonces Inb — +oo, por ello, en este caso, es razonable decir que el drea

bajo la curva es infinita.
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1

Figura 2. Area bajo la curva y = %

Antes de proceder a formalizar lo comentado previamente, se definira cierto tipo de

funciones que son integrables sobre intervalos de la forma [a, b].
Definicién 1

Se dice que una funcion de valores reales f es continua a trozos en un intervalo [g, b] si:

i) f es continua o el namero de discontinuidades de f en [a, b] es finito.
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]/ ’ ]/ h

existen (son nameros reales) en cada punto xo € [a,b]. Note que solo uno de estos

limites es pertinente si xo = a 0 xp = b.

A partir del curso de célculo integral, se sabe que si f es una funcién continua a trozos

en [a, b], entonces la integral | ub f(x)dx existe.

Ejemplo 1

s La funcion

f(x):{ 2 si0<x<1

1—x sil<x<2
es continua a trozos en [0, 2].

En efecto:

i) Solo tiene una discontinuidad en el punto xp = 1.

ii) Por la definicién de continuidad, los limites existen en todos los puntos donde
f es continua. Entonces, solo resta verificar que los limites existen en los puntos

de discontinuidad. Se observa que:

lim f(1+h) = hlir51+[1 —(1+h)]= lim (—h) =0.

h—0+ h—07*

Al hacer h — 0T, se consideran valores de & positivos, porloque 1+ h > 1Y,
porlo tanto, f(1+h) =1— (1+h).

De modo analogo:

lim f(1—h) = lim (1-h)?=1.

h—0t+ h—0t

Se concluye que los dos limites existen.
De lo anterior, se deduce que f es continua a trozos en [0, 2].

s La funcion
si —1<x<0

X) =
$(x) si0<x<1

R 1= R

no es continua a trozos en [—1, 1].
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En efecto, g solo tiene un punto de discontinuidad en xy = 0, pero

1
Ii 0+h)= lim - = ,
0 g0 +h) B0t e
por lo que no existe el limite. U

El comportamiento de las funciones alrededor de los puntos de dicontinuidad, tan-
to cuando son continuas a trozos como cuando no lo son, se ilustra en la figura 3, que

representa, respectivamente, las funciones f y g del ejemplo anterior.

Y

—_p - = = =

—_t - - - =

~
—
8
S—
I
—_
|
8
————— -+

Figura 3. Gréficas de f y ¢ del ejemplo 1.

En lo que sigue se tratard con funciones continuas a trozos.
Definicion 2

Sea f una funcién definida en [a, +c0], continua a trozos en todos los intervalos de la
forma [a, b]. Si el limite

Iim / ! Flx)dx

b—+o0
es finito (es igual a un ntmero real), entonces la integral impropia de f en el intervalo

la, +o0[ es
—+o00

a b—+oo

b
f(x) = lim / f(x)dx.
a
y se dice que la integral impropia es convergente.
Si el limite indicado es 4-c0 0 —o0, se dice que la integral impropia es divergente.

En cualquier otro caso, la funcién no tiene integral impropia en el intervalo.
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Ejemplo 2

De acuerdo con lo hecho al comienzo de esta seccion:

. f1+°° xl—zdx es convergente e igual a 1.
. f+°° 1dx es divergente O
1 X 8 :
Ejemplo 3
Estudiar la integral f0+°° sen xdx.
Solucion:
Se calcula

/ sen xdx = —cosx|8 = —cosb+cos0=1—cosb.
0

Resulta que, cuando b — 400, el valor de cosb va desde —1 hasta 1y, por lo tanto,

sen x no tiene integral impropia en el intervalo [0, +oo]. ]
Ejemplo 4

+o00
Evaluar / xe *dx.
0

Solucién:
: b —2x
Se calcula primero [, xe **dx.

Se utiliza integracién por partes; para ello, se hace u = x y dv = e~ 2*dx, por lo que

du = dxyv = —Je >*. Entonces,
b b
/ xe Pdx = —lxe_zx 1 e~ Pdx
0 2 o 2Jo
1 b
— |:__xe—2x _ le—Zx:|

2 0

1

Luego,

+oo 1 1 1
_Zx s —Zb —2b
xe “dx = 1 ——be — —e -
/0 bt ( 2 . 4)
1
4

1l (L)
T4 2p5teo \ @20 2p20 )
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Observe que si f estd definida en [a,+o0[, y es continua a trozos en todo intervalo

[a,b], y si c es cualquier niimero real con ¢ > a, entonces

t c t
[ s = [ fodx+ [ flax,
a a c
por lo que las dos integrales | a+°° f(x)dxe | C+°° f(x)dx son de la misma naturaleza. Esto
es, una de ellas es convergente si y solo si la otra también lo es.

Por ejemplo, como fOJrOO xe~2*dx es convergente (vea el ejemplo anterior), también lo
es [\ xe dx

1 .

La integral impropia de una funcién en el intervalo | — o0, a| se define a continuacién.
Definicién 3

Sea f una funcién definida en | — o0, 4], continua a trozos en todo intervalo de la forma
b, a]. Si el limite

a
lim / f(x)dx
b——o0Jp

es finito (es igual a un ndmero real), se define la integral impropia de f en el intervalo

] — 00,4] como

[ s = pim [ s,

y se dice que la integral impropia es convergente.

Si el limite indicado es +c0 0 —o0, se dice que la integral impropia es divergente. En

cualquier otro caso, la funcién no tiene integral impropia en ese intevalo.
Ejemplo 5

Estudiar la integral [ Boo edx.
Solucion:

Observe que

0
lim [ efdx= lim ¢*|)= lim (1—¢’)=1-0=1.
b——oco Jb b——c0 b——o0

Es decir, | Ew e*dx = 1y, por lo tanto, es convergente. u

También se pueden considerar integrales sobre todo el eje real; es decir, integrales del
tipo
—+o00

f(x)dx.
(o)
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En este caso, si las dos integrales

[ sy [

son convergentes, entonces se dice que la integral | j;o f(x)dx es convergente y

+Oof(x)dx = /0 f(x)dx + +oof(x)dx
00 N —0o0 0 .

En cualquier otro caso no es convergente.

Ejemplo 6

Determinar el drea de la region limitada por la curva y = 5 J:xz y el eje x (la region de
la figura 4).

Y
xT
Figura 4. Area bajo la curvay = ﬁ
Solucién:
, .. . ) ) ) + )
El 4rea indicada es igual a la integral impropia [~ i J:xz. Se tiene:

/ - dx= 1 g dx = lim (arctanb — arctan0) i
= lim = - =
0o 1+2x2 b—+o0Jo 14 x2 b—+o0 2

Por simetria, también es posible concluir que

0 1 T
dx = —.
/—ool+x2 X 2

Se deduce que el drea es igual a

too 1 0 1 too T
J :/ J / de =" 4 O
/oo 112 ) i e™t ), 172%™t
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1.1. Criterios de convergencia

Las integrales estudiadas anteriormente tienen la particularidad de que se puede deci-
dir facilmente si son o no convergentes; para ello, primero se utiliza el teorema fundamen-
tal del célculo y luego se determina el limite correspondiente. Sin embargo, en la practica,
no siempre se puede encontrar la primitiva de una funcién. Atn asi, muchas veces es
posible determinar si la integral es convergente o divergente sin necesidad de calcularla.
Para esto existe una serie de teoremas, llamados criterios de convergencia, con los cua-
les es posible determinar si la integral es convergente con solo determinar si la funcién

cumple ciertas condiciones. Se presentan algunos de estos teoremas a continuacion.

Teorema 1
La integral impropia
+oo 1 p
—dx
/1 xP

solo converge cuando p > 1.

Demostracion:

A partir del ejemplo 2, si p = 1 entonces la integral diverge. Se asume, entonces, p # 1.

Observe que

1
—dx = lim dx = lim = lim —— (b7 —1).
xP b—+oo J1 XP botoo —p+1|; boteol—p

/+oo 1 b 1 x—p+1 b
1

Sip > 1, entonces 1 — p < 0; asi bl=P — 0 cuando b — +o0. Por lo tanto,

+o0
/ Livm im o= (=1
1 xP b—stool—p 1—-p p—1

Sip <1, entonces 1 —p > 0; asi, b1=P — 400 cuando b — +o0. Por lo tanto,

/+oo ldx = lim L(bl_p —1) = +oo.
1 xP b—+oo 1 — p

Se concluye que la integral impropia diverge cuando p < 1 y converge cuando p > 1.

O
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Ejemplo 7

» La integral f1 x—dx es convergente pues \15 = ﬁ y % > 1. Ademds, segtn lo

obtenido de la demostracion,

too ] too ] 1
dx = —dx = — = 2.
/1 x\/X 1 x3/2 -1

» Laintegral fl 1 dx no es convergente, puesto que \1[ = # yr <Ll

El siguiente teorema establece un criterio de tipo teérico para la convergencia de una

integral impropia.
Teorema 2 (criterio general de convergencia)

Sea f una funcién definida en [a, +00[, continua a trozos en todos los intervalos de la forma
a, b]. Para que la integral impropia | a+°° f(x)dx sea convergente, es necesario y suficiente que,
para todo niimero real ¢ > 0, exista otro niimero real A, tal que para cualesquiera t', t, que
satisfacen t"" > t' > A, se cumpla ‘ ft, dx‘

Demostracion:

Considere la funcién F(b) = fab f(x)dx. Se sabe! que F tiene limite cuando b — +oo
si y solo si para todo ¢ > 0 existe A, tal quesit’ > ' > A, entonces |F(t") — F(t')| < e.

Observe que F (t") — f y x)dx, con lo cual se tiene lo enunciado. O

El teorema anterior es muy util para probar otros teoremas més practicos para de-
terminar convergencia. Tal es el caso del teorema de convergencia absoluta, el cual se
presenta después de la siguiente definicion.

Definicién 4
Sea f, definida en [a, +00[, continua a trozos en todos los intervalos de la forma [a, b].

Si la integral f;roo |f(x)|dx es convergente, entonces se dice que la integral de f en el

intervalo [a, 400 es absolutamente convergente.

Observe que la integral dada en la definicién es la integral del valor absoluto de f.

IDe acuerdo con lo estudiado en el curso de Célculo Diferencial.
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Ejemplo 8

Si f(x) = —%, entonces |f(x)| = xl—z Por otra parte, de acuerdo con el ejemplo 2, la
integral f1+°° |f(x)|dx es convergente, por lo que la integral de —% en [1, +oo[ es absolu-

tamente convergente. 0

Teorema 3 (convergencia absoluta)

Sea f una funcién definida en [a, +o0|, continua a trozos en todos los intervalos de la forma
[a,b]. Si la integral de f es absolutamente convergente en [a, +oo[, entonces la integral de f es

convergente en [a, +oo|.

Demostracion:

Como la integral de f es absolutamente convergente en [a, +-oo[, entonces, del teore-

ma 2, se obtiene que para todo & > 0 existe A, tal que

it = [ o <

para todo par de puntos t' y t’ con t’/ > ' > A. De aqui se obtiene

t”

y f(x)dx g/t/t |f(x)]dx < e

para todo par de puntos ' y t" cont”” > ' > A. Por lo tanto, segtin el teorema 2, se prueba

que [ ;oo f(x)dx es convergente. O

El interés practico del concepto de convergencia absoluta es que, segtin el teorema
anterior, el problema de estudiar la convergencia de la integral de una funcién f, no ne-
cesariamente positiva en todo el intervalo, puede reducirse al de estudiar la convergencia

de la integral de su valor absoluto (la cual es no negativa en el intervalo).
Ejemplo 9
Sea f : [1,+oo[— R, tal que

1
= six € [L2[U[34{Uf5,6[U. .
=1 *
—— sixe[2,3[Ul4,5[Uf6,7[U...
Observe que |f(x)| = 2, y como f1+°° |f(x)]dx = f1+°° Sdx es convergente (por el

teorema 1). Entonces, segtin el teorema 3, f1+°° f(x)dx es convergente (vea la grafica de f

en la figura 5). O
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l]

A

Figura 5. Gréfica de la funcién f del ejemplo 9.

Teorema 4 (criterio de comparacién)

Sean f y g funciones definidas en [a, +oo[, continuas a trozos en todos los intervalos de la
forma [a, b], tales que 0 < |f(x)| < g(x); luego,

1. Si | a+°° g(x)dx es convergente, entonces |, a+°° f(x)dx es convergente y, ademds,
—+00 +oo
| 1rldx < [ g,

2. Si f;roo | f(x)|dx es divergente, entonces fl:roo g (x)dx es divergente.

Es decir, si la integral de la funcion mayor es convergente, también lo es la integral de la funcion

menor, y si la integral de la funcién menor es divergente, iqualmente lo serd la de la funcién mayor.

Demostracion:

1. Sea h(b) = fab |f(x)|dx, para b > a. Como |f(x)| > 0, entonces x; > x, implica que
h(x1) > h(xy), es decir, h es creciente. Ademas,

) = [ I lax < [ g < [ glax = m, ()

esto significa que & es acotada.
Como h es creciente y acotada, entonces lim;,_, , o, h1(b) existe. No obstante
b
lim h(b) = lim f(x)dx.

b—+co b—+o00 Jg
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Lo cual implica que la integral | ;00 |f(x)|dx es convergente y, de (3), se deduce que
| a+°° f(x)dx es convergente. Ademas, de (1), se obtiene:

[l [ g

2. Se deja como ejercicio para el lector. O

El teorema anterior permite determinar la convergencia de muchas integrales impro-

pias si se comparan con integrales impropias cuya convergencia es conocida.
Ejemplo 10
. 2 - s
La integral f0+°° e~ * dx es muy til en estadistica. Probar que es convergente.

Solucion:

X

. 2 . oL P .
La funcién y = e™* no tiene primitiva en términos de las funciones elementales. Esto

obliga a verificar su convergencia utilizando algtn criterio que no sea la definicién.

2
Observequex > 1= x> > x = —x? < —x = ¢ < ¢ *. Ademss,
+o0 b 1
/ e Ydx = lim e Ydx = lim <e_1 — e‘b> = .
1 b—+o0 J1 b—s 400 b

C g _ _2 _

Esto significa que f1+°°e *dx es convergente y como 0 < ¢7* < e ¥ cuando x > 1,
+oo —x2

entonces f 1 € " dxesconvergente.

X

Por otra parte, para x > 0 la funcién f(x) = e * es decreciente y como f(0) = 1,

entonces e~ ¥ < 1 (para todo x > 0). Por esta razon,

1, 1
/ e Ydx < / ldx = 1.
0 0

2
Se concluye que f0+°° e ¥ dx es convergente. 4

Para finalizar esta seccién, se enuncia un teorema que establece que la integral impro-
pia de una combinacién lineal de funciones, cuyas integrales impropias son convergentes,
es también convergente.

Teorema 5

Sean f y g dos funciones definidas en [a, +oco|, continuas a trozos en todos los intervalos de
la forma [a,b]. Si las integrales impropias de f y g son convergentes y p y q son niimeros reales
cualesquiera, entonces la integral impropia de pf + qg es convergente. Ademds, se cumple que

+oo +o0 +o00
| s +aslae=p [ par+g [ s
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Demostracion:

Por propiedades de la integral definida, para cualquier b > a,

/ab[r)f()ﬂig X—p/f dx+q/

Como los dos sumandos del lado derecho de la igualdad anterior tienen limite cuando
b tiende a +oo, entonces también lo tiene el lado izquierdo y

b b b
lim [pf(x) +gg(x)]dx =p lim / f(x)dx +g lim g(x)dx.

b—+oco Jg b— o0 b—+oc0
Asi se demuestra lo indicado. O
Ejemplo 11
Por el teorema 1, la integral fl 5 es Convergente y, por el ejemplo 4, fl e 2¥dx
también lo es, entonces la integral f 1 x~° + 3xe”2¥)dx es convergente. U

Ejercicios de autoevaluacién de la secciéon 1

1. Sia > 0, calcule fo

xz—l—az

2. Discuta la convergencia de f0+ X

. .0
3. Determinesi |~ 7,24 es 0 no convergente.

4. Discuta la convergencia de f;roo *5dx.
5. Calcule [, e~ cos3x dx.

En los ejercicios del 6 al 12, determine si la integral impropia dada es convergente o

divergente.
6. [, x 7/ 4dx. 10. [," €2 (2x* — 4x)dx.
7. [
—0 xc4x+43 +o00
e 11. [ adx.
8. [ cosxdx.
400 42
9. | F=dx. 12. f x4+x1/3
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In x

170X es 0 no absolutamente convergente.

13. Determine si f0+5°°

En los ejercicios del 14 al 17, calcule la integral impropia dada.
too —5x T e X
14. [, e *sen2xdx. 16. [, xe ¥dx.

0 too 4
15. [~ e**dx. 17. [ i

18. Determine el area de la regién no acotada entre el eje x y la curva y = ﬁ, para
x > 6.

19. Sea

xl—2 six>1
flx) =141

si—1<x<1

el six < —1
Dibuje la gréfica de f y evalte f_Jr;o f(x)dx.

20. Determine todos los valores de p para los cuales f2+°° x(l‘fl—xx),, converge y calcule el

valor de la integral cuando existe.

2. Conceptos basicos de transformada de Laplace

La transformada de Laplace convierte cierto tipo de ecuaciones diferenciales en ecua-
ciones algebraicas. De este modo, cuando se resuelve la ecuacién algebraica, queda tam-
bién resuelta la ecuacion diferencial correspondiente. La transformada de Laplace se de-

fine mediante una integral impropia.

Definicién 5 (la transformada de Laplace)

Sea f definida en [0, +-o0[, la transformada de Laplace de f es una funcion de s defini-

da mediante

201 = [ e, ®

en todos los valores de s para los que la integral sea convergente.

Observe que la transformada de Laplace es una funcién de la variable s de tal modo,
como de costumbre, la notacion £ [f ()] hace referencia a la funcién en general, mientras

que .Z [f(t)] (s) es la funcion evaluada en s. Sin embargo, en algunas ocasiones, escribir
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Z [f(1)] (s) puede resultar incomodo o confuso, por ello se convendra en escribir £ [f (¢)]
0 .Z [f] teniendo en mente que es la transformada de Laplace de f(t) evaluada en s. Asi
mismo, en ocasiones, por comodidad, si una funcién se denota con una letra mintscula,
entonces su transformada de Laplace se representa con la letra maytscula correspondien-
te. Por ejemplo, las transformadas de Laplace de f(t), g(t), h(t) serén, respectivamente,
F(s), G(s), H(s).

En los siguientes ejemplos se calcula la transformada de Laplace de algunas funciones

bésicas.
Ejemplo 12
Sea f(t) = 1 para todo t € [0, 4oo[ (la funcién constante 1 en el intervalo [0, +0o0]),
entonces
+o0 1 b 1 1
= [t pim el = i (L),
0 b—+o00 S 0 b—+oo S S

. . . 1 .
Este limite existe cuando s > 0y es igual a —, es decir,
s

L] = % paras > 0. 3)

Ejemplo 13
Sea f(t) = t, para todo t € [0, +-o0[, entonces

+o00 b
Lt = / e Sltdt = lim | te *'dt.
0 b—+00 JO

Si se utiliza integracion por partes, se obtiene

b st 1 st
te %dt = —e > (—st—1),
/0 e 2¢ (—s )

por lo que

Z[t] = lim [Slze_St(—st — 1)}

b—+oc0

2Lt = o2 paras> 0. (4)
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Ejemplo 14
. 1
Sea 4 un nimero real cualquiera. Probar que £ [¢"'] = —— paras > a.
s—a

Solucion:

Se observa que

Z[e"] = / " estentgy / gy
0 0

b —
—lm [ e G Vdr= lim [ Ll
b—+o0 J0 b—>+oo |[S—a 0
; 1 —(s—a)b 1
= lim (—e +1) = ,
b—+oo S —a s—a
sis—a > 0, es decir, sis > a. O
Ejemplo 15
s
Probar que .Z [cos at] = 2y g baras > 0.
Solucion:
Por la definicién de transformada de Laplace:
+o00 b
& [cosat] = / e *tcosat = lim | e * cosatdt
0 b—+c0 JO

) [e_“(—s cos at —i—asenut)r
= lim
0

b—4o0 ﬂz -+ 82
. e *%(—scosab+ asenab) +s s
= lim 7142 21
b—+o00 a’+s a%+s
sis > 0. 0

Se puede calcular la transformada de Laplace de diversas funciones; sin embargo,
antes se establecerd para qué tipo de funciones existe con certeza tal transformada. En
primer lugar, es evidente que para que .Z [f] exista, la integral fob e % f(t)dt debe existir
para todo b > 0. Esto se puede lograr si f es continua a trozos en todos los intervalos de
la forma [0, b], puesto que, en ese caso, ¢(t) = e~ f(t) también serd continua a trozos en

todos los intervalos [0, b] y, de esta manera, la integral fob e SLf(t)dt existe.

Sin embargo, la continuidad por tramos, aunque garantiza la existencia de cada inte-
: Y . . ) b .
gral, no necesariamente implica la existencia de limy,_, |, [, e~ f(t)dt, es decir, no asegu-

ra la convergencia. Esto significa que se deben imponer algunas restricciones adicionales
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a la funcién f. A continuacion, se define una propiedad la cual permite, a la funcién que

la posea, tener transformada de Laplace.
Definicién 6

Se dice que una funcién f es de orden exponencial en [0, +oo| si existen constantes C

y &, con C > 0, tales que
f(B)] < Cet! 5)
para todos los valores no negativos de t en los cuales f esté definida.

Ejemplo 16

La funcién constante f(t) = 1 es de orden exponencial, puesto que

es decir, si se toma C = 1y a = 0, se satisface (5). 0
Ejemplo 17

Evidentemente la funcién f(t) = ¢ es de orden exponencial. Basta tomar C = 1y
x = aen (5).
Ejemplo 18

Probar que las funciones g(t) = cosat y h(t) = senat son de orden exponencial para
todoa € R.

Solucion:

Como |cosat| <1=1- eVt (para todo t > 0y todo a € R), entonces, si se toma C =1

y « = 0, se satisface (5).

De modo analogo, se comprueba que sen at es de orden exponencial. U

En el siguiente teorema se establece que basta verificar que la desigualdad (5) se satis-

face a partir de un valor tp > 0 para que la funcién sea de orden exponencial.

Teorema 6

Sea f continua a trozos en todo intervalo de la forma [0, b] y suponga que existen constantes C
(con C > 0) y a tales que | f(t)| < Ce* para todos los valores de t, con t > to > 0, en los cuales
f esté definida. Entonces, f es de orden exponencial.
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Demostracion:

Por hipétesis | f(t)| < Ce* parat > t5. Como f es continua a trozos en [0, ], entonces
f es acotada en ese intervalo, es decir, existe M > 0 tal que |f(t)| < M paratodo t € [0, ty].
Por lo tanto,
f(D)] < M = Me™.

Si se toma K = méax{C, M} y a = max{0, B}, se obtiene que |f(t)| < Ke?, por tanto f es
de orden exponencial. O

En el siguiente ejemplo se muestran algunas funciones de orden exponencial.
Ejemplo 19

Probar que las funciones f(t) = t" (para n entero positivo), ¢(t) = "¢ senct (para n

entero positivo) y h(t) = "¢ cos ct (para n entero positivo) son de orden

Solucion:

n

t
» Sea F(t) = P entonces lim;_, ;o F(t) = 0 (puede probarse utilizando la regla de

Lopital). Por lo tanto, existe un valor tj tal que para todo t > to se cumple |F(t)| =
n
< 1, es decir, || < ¢!. En virtud del teorema anterior, se deduce, entonces, que

e
f(t) = t" es de orden exponencial.

_ t"e" senct

» Sea G(t) = ——.——cona > 0; entonces,
e
GiA) = e sen ct trett| 41
| (t>| - e2at e2at | ﬁ'

n n
Como lim;— 4o % = 0, existe un valor £y tal que para todo t > fj se tiene — <1, es
e
t"e sen ct
e2at

2at Por el teorema anterior se

decir, < 1y, por lo tanto, t"e sen ct| <e

tiene que ¢(t) = t"e" sen ct es de orden exponencial.
Sia < 0, entonces |g(t)| = |[t"e" senct| < t" < ¢! a partir de algtn valor ¢ (vea el

primer punto de este ejemplo). Luego, ¢ es de orden exponencial.

» La prueba es andloga a la del punto anterior. U

Los ejemplos previos muestran que las funciones que aparecen primordialmente en el
contexto de las ecuaciones diferenciales lineales (vea el capitulo 3 del libro de texto), son

de orden exponencial.
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Ejemplo 20
La funcién f(t) = ¢!’ no es de orden exponencial. En efecto, para cualquier a:

t2

. e , _
lim — = lim !9 = ;0.
t—+oo €% t—+o0

Por lo que f no es de orden exponencial. U

Segun el siguiente teorema, la continuidad a trozos de una funcién y el ser de orden

exponencial garantizan que tiene transformada de Laplace.

Teorema 7

Si f es una funcion continua a trozos en todo intervalo de la forma [0, b] y es de orden expo-

nencial, entonces existe un niimero real sg tal que

‘/+me‘“fuyﬁ
0

es convergente para todos los valores de s > s.

Demostracion:

Como f es de orden exponencial, existen C > 0y a con [f(t)] < Ce* para todo
t > 0; pero, en virtud del ejemplo 14 y del teorema 5, [;"* Ce~*'¢*dt es convergente y,
por lo tanto, segtin el teorema 4, la integral f0+°° e S f(t)dt es convergente, puesto que
le™StF(t)] < Cestet, O

Segtin el teorema anterior y los ejemplos precedentes, las funciones 1, e*, sen ct, cos ct,

t"e sen ct y t"e™ cos ct tienen transformada de Laplace.
Ejemplo 21
La funcion f : [0, +o0o[— R definida por

t Si0<t<?2
f(t)y=42t—6 si2<t<3
0 sit>3

es, evidentemente, continua a trozos y de orden exponencial.
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La transformada de Laplace de f viene dada por

Zf(t)] = /Om@_”f(t)dt = /Oze—stdtJr/je—st(zt—6)dt+/0+ooe‘5f0dt
2 3

1 1
= ——e (st +1)| — S—Ze_St(2st +2 —69)

2
0 2
1 1 2 2
= —5—26_25(25 +1)+ 2 5—26_35 + 5—26_25(1 —s) (6)
= —Slz [e‘25(4s —1) +2e7 — 1} : O

Ademads de las citadas anteriormente, el teorema 7 garantiza la existencia de la trans-
formada de Laplace para una gran cantidad de funciones. Sin embargo, observe que las
hipétesis de tal teorema son suficientes aunque no necesarias, es decir, hay funciones
que tienen transformada de Laplace sin cumplir las hipétesis del teorema. Por ejemplo,

la funcion f(t) = % no es continua a trozos en los intervalos de la forma [0, b], puesto

z o z 1 _ z 1 _ . 1 1
que limy,_,o+ f(xo + h) = limy_,g+ Wi limy, o+ 75 = too;sin embargo, esta tiene

transformada de Laplace que es . [%} = \/g (no se demostrara aqui esta afirmacion).

Ejercicios de autoevaluacion de la seccidn 2

En los ejercicios del 1 al 6 utilice la definicién para calcular la transformada de La-
place de la funcién dada.

1. f(t) = (t—1)? 3. h(t) = tsent 5. q(t) = tefsent

2. g(t) = senat 4. p(t) = e' cos 2t 6. r(t) = t?>cost

En los ejercicios del 7 al 10 utilice la definicién para calcular la transformada de
Laplace de la funcién dada.

. Ft) = tosi0<t<?2 2t si0<t<1
' 1 sit>2 9. h(t) ={ —2t+4 sil<t<?2
0 sit > 2

0 si0<t<a
8. ¢(t) =<k sia<t<b
0 sit>bh 10. f(t) =

cona, b ke R™.

sent si0<t<2mw
0 sit > 27
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11. Sea F(s) = £ [f(t)]. Pruebe que, para cualquier constante a positiva, se cumple que

2If(at) = F (%),

a \a
En los ejercicios del 12 al 14 pruebe que la funcién dada es de orden exponencial.

12. f() = £ 13. g(t) = (£+1)? 14, h(t) = 3 — o)

15. Pruebe que si f es de orden exponencial, entonces también lo es la funcién

g(t) = fat f(x)dx, para a un niumero real no negativo.

3. Propiedades de la transformada de Laplace

Se verd a continuacién una serie de propiedades de la transformada de Laplace que,
junto con las transformadas de algunas funciones bésicas, permiten determinar la de mu-

chas otras funciones.
Teorema 8

Sean Z [f]| y £ [g] definidas para s > a y p y q niimeros reales cualesquiera; entonces, la
transformada de Laplace de p f + qg estd definida para s > a, y se tiene

Zpf+agl =pZ[fl+9ZL[g].

Demostracion:

La existencia de la transformada de Laplace para las funciones f y g implica que
f0+°° e St f(t)dte f0+°° e *¢(t)dt convergen para s > a; entonces, en virtud del teorema 5,

se tiene lo indicado. O
Ejemplo 22
Del ejemplo 14 se deduce que . [¢¥] = 15, paras > 3,y Z [e7%] = 5, para
s > —2; entonces, por el teorema 8, se obtiene que
1 2
3t —2t
=—4+— . O
.i”[e + 2e } 8_3—|—S+2, paras > 3

El objetivo primordial del estudio de la transformada de Laplace es utilizarla como
una herramienta para resolver cierto tipo de ecuaciones diferenciales con condiciones
iniciales; en ese sentido, es importante el siguiente teorema, el cual liga la transformada

de Laplace de una funcién con la de su derivada.
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Teorema 9

Sea f una funcién de orden exponencial y continua en [0, 4oo[ con derivada f' continua a
trozos en todo intervalo de la forma [0, b]. Entonces

Zf] =sZ[f]1 - £(0).

Demostracion:

Solo se demostrard el teorema en el caso en que f’ es continua; si f’ presenta disconti-

nuidades (de salto, puesto que es continua a trozos), la prueba es algo méas compleja.

Integrando por partes: u = e, dv = f/(t)dt, du = —seS'dt y v = f(t), por lo tanto

z[f= [ et = e[ - / QO
+o0 b
:S/O e S f(tdt+ lim [e ' f(1)],

b—+o0

—sZ[f]+ lim [ef(b) ~ e *f(0)]

= sZ[f]— f(0)+ lim_ e f(b)

Como f es de orden exponencial, entonces existen C > 0y «a tales que |f(t)| < Ce*;
luego, e~ f(b)| < Cel® )b Sis > « se tiene a —s < 0y, por lo tanto, Ce(*=5)¥ — 0
cuando b — +o00; luego, lim;_, , o, e~ f(b) = 0 (pues |e ' f(b)| < Cel*~9)). Se concluye
entonces que

Z[f] =s21[f]1-£(0),

como se queria demostrar. O

Utilizando el teorema 9 y transformadas de Laplace ya conocidas, se pueden calcular
otras transformadas de Laplace.

Ejemplo 23

1

Se sabe que —; (cosat)’ = senat. Por lo tanto,

Z[senat] = & [ 1(c:osmf)'} = —%.,2’ [(cosat)']

T

1 1 S L
= —E(sﬁf [cosat] —cos(a-0)) = 2 <5' 2+ 1) R

Es decir, .Z [senat| = e
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El siguiente teorema proporciona la transformada de Laplace de una potencia.

Teorema 10 (transformada de Laplace de una potencia)
Sea f(t) = t", para n entero positivo. Entonces,

n!

L = s

para s > 0.

Demostracion:

Se procede por induccién:

» Sin =1y segun (4), entonces .Z [t] = le = sl%' paras > 0.
» Suponga que la propiedad es valida para n (hipétesis de induccién).
(n41)!

= Se debe verificar que . [t"1] = 5

Si f(t) = t"*1, entonces f'(t) = (n + 1)t". Luego,

Z1f ()] =m+1)2"]. (7)

Por otra parte, segin el teorema 9, Z [f'(t)] = sZ [f(t)] — f(0) y, por hipétesis de
induccién, .Z [t"] = sﬁl . Si se sustituye en (7), se obtiene:

L)~ fO) = (141) iy = sz [f()] 0= "L
= i) =0 o g = O
Es decir,
@ [tn—kl} _ (”S:'é)!’
como se querfa demostrar. o
Ejemplo 24

Segun el teorema anterior:
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Si en el teorema 9 se cambia la hipétesis de continuidad de f por la hip6tesis de que f

es continua en |0, +oo[, y tiene una discontinuidad de salto en 0, entonces,

Z[f] =s2[f]-f(07),
donde
f(07) = lim f(b).
En la figura 6 se ilustra una funcién continua en ]0, +o0[, con una discontinuidad de

salto en 0; en este caso, f(07) = 2.

Y

Figura 6. f tiene una discontinuidad de salto en 0.

En general, si ¢ es una funcién continua a trozos en [4,b], se denota por g(c') al
lim;_,.+ ¢(t), para t € [a, b[. Es decir,
) = lim g(t).

t—ct

g(c

Observe que si ¢ es continua en ¢, entonces ¢(c¢*) = g(c); también, si ¢ es continua por la

derecha en 4, entonces ¢(a™t) = g(a).

El teorema 9 se generaliza a derivadas de orden superior mediante el teorema que se

expone a continuacion.

Teorema 11

n=1) son

Sea f una funcién de orden exponencial y continua en [0, +oo tal que f', f, ..., f
continuas en [0, oo y de orden exponencial y f") es continua a trozos en todo intervalo de la

forma [0, b]. Entonces, £ [ f (”)} existeparas > ay

2 f"] = "2 [f] =" (0) =" 2f/(0) = - = sf "D (0) - £ 0).
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La prueba de este teorema se hace utilizando induccién y el teorema 9, pero no se

realizard aqui.

Observe que la transformada de Laplace de la derivada n—ésima de f esta ligada con
la transformada de Laplace de f y con los valores de f y sus derivadas en 0.

Mas adelante, se utiliza con frecuencia la relaciéon expresada en el teorema 11 para el

caso n = 2; este se expresa de la siguiente manera:
Z[f"] =2 [f] = sf(0) = £(0). (®)
También se puede relacionar la transformada de Laplace de una integral con la trans-
formada de Laplace de la funcién integrando, segtn el siguiente teorema.

Teorema 12

Sea f una funcion continua en [0, +oo| y de orden exponencial, entonces

Z [/Otf(x)dx} — %z ]

Demostracion:

Sea g(t) = fot f(x)dx, entonces, por el teorema fundamental del célculo, ¢'(t) = f(¢).

Luego, por el teorema 9, se tiene
21 =2[¢) =215~ 30 =52 | [ x| - [ oix
% {/Otf(x)dx} —0=s5% {/Otf(x)dx} ,

t
es decir, & { / f (x)dx} = %cf [f], como se queria demostrar. O
0

Cuando se calculan transformadas de Laplace, se utilizan tablas como la proporciona-
da en la pagina 35. Sin embargo, desde luego, estas son limitadas y, por lo tanto, deben
conocerse algunas propiedades que permiten calcular transformadas de Laplace, de una
manera eficiente, a partir de la informacién dada por la tabla. A continuacién, se dan al-
gunos teoremas que proveen reglas especiales, ademads de las generales ya estudiadas,

para el calculo de transformadas de Laplace.
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Teorema 13 (primer teorema de traslacién)

Si la transformada de Laplace de f existe para s > a > 0y c es una constante cualquiera,

entonces

L)) (s) =ZL[f(H)] (s—c) paras>a+c.

Demostracion:

A partir de la definicién de transformada de Laplace, se obtiene:
400 +o0
21O (5) = [ et p = [ e Ot = 2 [f(0)] (s o)
0 0

paras —c > a. O

El anterior teorema dice que si se multiplica f por e/, la funcién resultante tiene una
transformada de Laplace, la cual consiste en reemplazar s por s — ¢ en la transformada de
Laplace de f. Puede verse mds sencillo asi: si denotamos la transformada de Laplace de
f(t) mediante F(s), entonces la transformada de Laplace de e f (t) es F(s — c).

Ejemplo 25

1. En el ejemplo 23 se vio que £ [senat] = F(s) = 7, por lo tanto,

a

& [ECt senat} = F(S — C) = m,

paras > a.

2. De acuerdo con el teorema 10, .Z [}] = G(s) = S%, por lo tanto,

6
3[351}3] =G(s—5) = G5 paras > 5. g

En el primer teorema de traslacion, se traslada la variable s de F, hay otro teorema de
traslacion en el que se traslada la variable t de f; pero antes, debe definirse una funcién
especial.

Definicién 7
Para cada a € R, la funcién escalén unitaria o funcién de Heaviside se define me-

diante
0, sit<a

1, sit>a

H(t—a) =
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La funcion H(t — a) también se escribe como u,(t). Su grafica se muestra en la figura 7.

Y
y=ug(t)=H(t—a)
1 —
|
|
|
|
!
S t

Figura 7. Funcién escalén unitaria.

Esta funcién es muy ftil para describir funciones definidas por trozos. Por ejemplo,
un sistema que estd en reposo hasta un determinado momento t = a y luego se pone
en movimiento, puede ser modelado mediante la traslaciéon de una funcién g hacia la
derecha a unidades y anular lo que queda antes de a. Esto significa considerar funciones

como la siguiente:

0, sit<a
ft) = ,
g(t—a), sit>a
Esta férmula se puede escribir, de un modo mas fécil de usar en los calculos, si se utiliza

la funcién escalén unitaria, de la siguiente manera:
f(t) = H(t —a)g(t —a).

Por ejemplo, un sistema esta en reposo y, en el momento ¢ = 2, inicia un movimiento
de tipo sinusoidal (como se observa en la figura 8); la funcién que describe el movimiento
de este sistema es

f(t) = H(t —2) sen(t — 2).

Yy y=H(t—2)sen(t — 2)

Figura 8. Movimiento sinusoidal a partir de t = 2.

El siguiente teorema proporciona una férmula para la transformada de Laplace de
funciones como la anteriormente descrita.
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Teorema 14 (segundo teorema de traslaciéon)

Sea
f(t) =H(t—a)g(t—a), a>0

una funcién continua a trozos de orden exponencial. Entonces

Zfl =2l

Demostracion:
Z1f] = [[FTestf(t)dt = [T e stg(t — a)dt. Si se hace la sustitucion x = t —a,
entonces
+o00 +o0
ZIf]l = / e S0 o (x)dx = e‘“s/ e g(x)dx =e "L g]. O
0 0

Observe que, si se utiliza la notacién H para la funcién escalén unitario, lo anterior se

puede escribir como
Z[H(t —a)g(t —a)] = e L [g(t)],
2 [ua(t)g(t —a)] = e~ "L [g(t)],

si se usa la notacion u,.

Ejemplo 26
Sea f(t) = H(t — a) sent, determinar .Z [f].
Solucion:

Observe que f(t) = H(t —a) sen(t 4+ a — a), entonces

ZLfl=%[H(t—a)sen(t+a—a)]
=e "“.Z[sen(t+a)] por el teorema 13
=e¢ L [sentcosa+ costsena]

=e ® (cosa? [sent]| 4 sena.? [cost])

=e % | cosa- 1 i
1+ 52 1+ 52

+sena -
e ™(cosa+ssena)
1+ 52
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La funcién de Heaviside es muy ttil para describir funciones definidas a trozos. Su-
ponga que a4 y b son nameros con b > a, entonces H(t —a) = 1sit > a(yes0sit < a),
mientras que H(t —b) =1sit > b(yes0sit < b). Luego,

0-0=0 sit<a
H(t—a)—H(t-b)=41-0=1 sia<t<b
1-1=0 sit>b

De este modo, si se tiene una funcién del tipo:

0 sit<a
gy =< p(t) sia<t<b
0 sit>b
entonces, se puede escribir
g(t) = p(t)[H(t —a) — H(t = b)]. )
Ejemplo 27
Sea

1 si0<t<?2
g(t)=4¢ si2<t<5
t si5 <t

Escribir g(t) en términos de funciones escalén unitario.
Solucion:

Primero se observa que g(t) = g1(t) + g2(¢) + g3(t), donde

0 si0<t<?2
1 si0O<t<?2 0 si0<t<5h
@) =< si2<t<5 gt =
0 si2<t t si5<t

0 sib<t

g1(t) =

Segun (9),
g1(t) =H(t—0) —H(t—2), gt)=t(H(t—2)—H(t-5)), g(t)=tH(t-5).

Por lo tanto,
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Ejemplo 28

Determinar la transformada de Laplace de la funcién g cuya grafica se muestra en la

siguiente figura.

Figura 9. Gréfica de g.

Solucion:

El dominio de g es [0, +-oo[. Observe que el primer segmento no horizontal tiene como
extremos los puntos (1,1) y (2,0), por lo tanto, su pendiente es % = —1 y su ecuacién
esy = 2 —t (parat € [1,2]); el segundo tiene como extremos los puntos (2,0) y (3,1),
entonces su pendiente es 1y su ecuaciénes y =t — 2 (para t € [2,3]). Por esto, la funcién
g se puede definir de la siguiente manera:

;

1 si0<t<«<1

—(t—=2) sil<t<?2
g(t) = _

t—2 si2 <t<3

\1 si3 <t

Se ve que g(t) puede escribirse como una suma de cuatro funciones

g(t) = g1(t) + g2(f) + g3(t) + ga(t),

donde
0 si0<t<1
1 si0<t<1
gi1(t) = ()= —(t-2) sil<t<2
0 sit>1
0 sit>?2
0 Si0<t<?2
0 si0<t<3
() =<t—2 si2<t<3 ga(t) =

1 sit>3
0 sit >3



Transformada de Laplace 31

Segun (9),

g1(t) = H(t) - H(t - 1), §2(t) = —(t=2)[H(t - 1) — H(t - 2)],
g3(t) = (t=2)[H(t=2) - H(t=3)],  g(t) = H(t - 3).

Luego,

g(t) = &1(t) + g2(t) + g3(t) + ga(t)
=H(t)+(1—-t)H(t—1)+ (2t —4)H(t —2) + (3 —t)H(t — 3).

Pero lo anterior se puede escribir como

o(t) = H(t) — (t — 1) H(t — 1) +2(t — 2)H(t — 2) — (t — 3)H(t — 3).

Entonces, si se aplica el segundo teorema de traslacién, se obtiene:

L9l =L[H(t) 1~ (t—1)H(t —1) +2(t — 2)H(t —2) — (t — 3)H(t — 3)]
= ZHW) 1] - ZL[(t—1D)H(—1)] + 22 [(t - 2)H(t — 2)]
-2 [(t=3)H(t - 3)]
—e S g1 —e Lt +2eEL ] — e B L]

— ]
s s2 52 52

Se amplian las propiedades que permiten calcular la transformada de Laplace de di-
versas combinaciones de las funciones basicas mediante el siguiente teorema que estable-
ce que la transformada de Laplace de " f () esté relacionada con la n—ésima derivada de
la transformada de Laplace de f(t).

Teorema 15

Sea f una funcion cuya transformada de Laplace existe, entonces

Z[f(H)] = (—1)”% (Z LB

Demostracion:

Se tiene .Z [f(t)] = f0+°° e~ % f(t)dt; luego, derivando ambos lados con respecto a s:

S@lo) = ([Tetpwar) - [

—+o00

- e Stf(t)dt = =L [tf(t)].

0

e (e

Es decir, 2 [tf(t)] = —4£.2[f(1)).
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Se procede por induccion: si . [t"Lf(1)] = (—=1)" 1L (Z [f(t)]), entonces, deri-

dsn—1
vando a ambos lados con respecto a s, se obtiene:

0 YD = g (« [ re0]) )
(e ) = sl o
[ =~z (),

Por lo tanto, .Z [ f(t)] = (—1)" ;— Z [f(t)]), como se queria demostrar. O

i
ds

Ejemplo 29
Calcular la transformada de Laplace de f(t) = t? cos t.
Solucion:

De acuerdo con el teorema anterior, la transformada de Laplace de f es la segunda

derivada, con respecto a s de .Z’ [cos t] = 1=, es decir,
d? s d (d S
2 S i
j[t COSt} ds? <1+52> ds (ds (1—|—52))
_d 1—s* \  2s%—6s B
Cds \(14s2)2)  (1+4s2)%

El siguiente teorema, que se proporciona sin demostracion, permite calcular la trans-

formada de Laplace de ciertas funciones periédicas aunque no sean continuas.
Teorema 16

Si f es de orden exponencial y es periddica con periodo p, entonces,

2 (7)) = oS0

Ejemplo 30

La funcién f, cuya gréfica se muestra en la figura 10, es periédica con periodo p = 2,
calcular su transformada de Laplace.

Y

?
I
I
L
t
5 6

? T
| |
| |
| 5
3 4

—r—-—-0

T
|
|
5
2

Figura 10. Gréfica de f (periddica).
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Solucion:

Observe que f(t) =1si0 <t <1y f(t) =0sil <t <2, porlo tanto,

2 1 2 1 1
/ e_Stf(t)dtZ/ e_St-ldt+/ e_St'Odt:/ e dt = —(1—e™).
0 0 1 0 °
Luego,

1—e¢5 1

g[f(t)] = S(l —6_25) - s(1+e—5)' ]

Se concluira esta serie de propiedades de la transformada de Laplace con la definicién
de una nueva operacién entre funciones f y g, cuya transformada es, precisamente, el
producto de las transformadas .Z [f] y .2 [g]-

Definicion 8

Sean f y g funciones continuas a trozos en [0, +-oo[, se define su convolucién f * ¢ de

la siguiente manera

(F+)(8) = F(0) () = [ FQ0)g(E— .

Ejemplo 31
Determinar (cost) * (sent).
Solucion:

Se tiene

t
(cost) x (sent) = / cosxsen(t — x)dx
0

t
:/ cos x(sen fcos x — sen x cos t)dx
0

t t
= sent / cos? xdx — cos t / Cos x sen xdx
0 0

t t

1 1 ’
=sent Ex—i—zsean —cost |=sen“ x

0 0

—sent 1t+1 n2t| — tl nZ t
— Se 2 456 COS ZSG

— sent 1t+1 tsent 1 t nzt—lt nt
= Se 2 2COS se 2COS se = 2 se .

Estoes, (cost) = (sent) = 3tsent. O
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Observe que si en la integral que aparece en la definicién 3 se hace la sustitucion
u =t — x, se obtiene

£t () = [ Sl —)dx = [ Flt— wgu)(~du)
= [/ () (e~ w)du = g(1) + £,

Esto significa que la convolucién es conmutativa.

El siguiente teorema, cuya demostracion no se ofrece, establece que la transformada
de Laplace de una convolucién es el producto de las transformadas de Laplace de las
funciones involucradas.

Teorema 17 (propiedad de convolucién)

Sean f y g funciones continuas a trozos en [0, 4o y de orden exponencial. Entonces, la
transformada de Laplace de la convolucion f(t) * g(t) existe, cuando s es mayor que cierto niimero
c, y se tiene

Zf(t)xg®)] =Z[f(D)]- L [g(t)].
Ejemplo 32

Si f(t) = sen3ty g(t) = e*, entonces

ZIft)xglt) =%« [e2t * sen3t] =Y [621 - Z [sen 3t]
3

T (5—-2)(s2+9) =

El cuadro 1 presenta una tabla de transformadas de Laplace que resume los teoremas
vistos y proporciona la transformada de Laplace de las funciones bésicas. Es muy til
para los contenidos siguientes.
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Cuadro 1: Tabla de transformadas de Laplace

un Z[0=F6
o 21~ 10)

0 2. [f] - 5£(0) — /(0

£ (1) 1.2 [f] — s 1F(0) — $"2f(0) — - - — f-1)(0)
bt Lz

e f(t) F(s—a), dondeF(s) = .Zf]

e (1" (1)

H(t —a)f(t —a) e [f]

fxst) 21219

f(t) periédica, periodo p > 0 %

1 ! >0

t lz (s>0)

t" (n€Z7") s,:_+'1 5> 0)

L 5>

senat S2+ng 6> 0)

cos at serLaz 6= 0)

H(t - a) a0

it - _na!)n+1 e

e cos bt - —Sa;;:r L >

e’ sen bt b2 6> a)
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Ejercicios de autoevaluacion de la seccion 3

En los ejercicios del 1 al 14 determine la transformada de Laplace de la funcién dada.

1. f(t) =2sent + 3 cos 2t 8. h(t) = —3cos2t + 5sen 4t
2. g(t) = t2et 9. q(t) = 4cos?3t

3. h(t) = e ? sen 5t 10. r(t) = cos®t

4. p(t) = (t+a)? 11. f(t) = e 3 (t - 2)

5. q(t) = sen? at 12. ¢(t) = e*[t — cost]

6. f(t) = 3e~! + sen 6t 13. h(t) = et [t* + 2t +1

7. g(t) = t3 — 3t + cos 4t 14. q(t) = > sen 2t

15. Determine . [fot I8 cos(3x)dxdr}.

1

(o)

. Sea f(t) = |Esen(wt)|, donde E y w son constantes positivas; calcule .Z [f]. Suge-

rencia: f es periddica con periodo 7/ w.

En los ejercicios del 17 al 20 determine la transformada de Laplace de la funcién f

periddica cuya grafica se proporciona en cada caso.

f(t)

57 —

17.

ol — — — — — — —

10 15 20 25 30

18.

t

T/w 27 Jw 3m/w
Cada segmento no recto satisface f(t) = E sen (wt)
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19.

20.

21.

22.

23.

27.

28.

31.

7(t)
2..
|
|
[
|
|
9 t
7(t)
k I I I I I I
[ [ [ [ [ [
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
[ [ [ [ [ [
| | | | | |
@ 2a 3a 4a 5a 6a t

37

En los ejercicios del 21 al 26 escriba la funcién f en términos de la funcién de Hea-

viside.
0 si0<t<?2

f(t) = , 24. f(t)
t sit>2
0 si0<t<?2

f=4" " 25. f(t) =
tc+t sit>2
0 si0<t<4

fH)=<¢1—t sid<t<8 26. f(t) =
1+t sit>8

En los ejercicios del 27 al 30 determine .Z [f].

0 si0 <t <5

fi=4" 7 29. f(t) =
1+t sit>5
0 si0<t<4

fH) =< sia<t<5 30. f(t) =
2t sit>5

0 si0<t<4
B sit>4

t si0<t<3
0 sit>3

0 si0<t<4
1—12 sid<t<nm

cost sit>r

0 si0<t<4
—3e 2t git>4

0 si0<t<4
e 3t sid<t<6
1+t sit>6

Escriba la funcién f, cuya gréfica se muestra a continuacién, en términos de la fun-

cién de Heaviside y luego calcule su transformada de Laplace.
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En los ejercicios del 32 al 34 determine la convolucién dada y la transformada de
Laplace de dicha convolucién.

32. et x ebt 33. t*cosat 34, txet

35. Demuestre que f * (¢+h) = f* g+ f*h.

36. Demuestre que f * (¢xh) = (f xg) *h.

4. Transformada inversa y ecuaciones diferenciales

Como se ha visto hasta aqui, la transformada de Laplace permite transformar una
funcién de cierta variable en una funcion de otra variable (la cual se ha denominado s);
ademds, se establecen relaciones entre las transformadas de las funciones y las de sus
derivadas e integrales. Todo esto permite transformar una ecuacién diferencial en una
ecuacion algebraica y es, por lo tanto, 1til en la resolucién de cierto tipo de ecuaciones

diferenciales, tal como se verd a continuacion.

4.1. Transformada inversa

En primer lugar se enunciard, sin demostraciéon, un teorema en el cual se establece
que se puede invertir el proceso sin problemas, es decir, si se conoce la transformada de

Laplace, es posible recuperar la funcién original.
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Teorema 18 (Unicidad de la transformada inversa de Laplace)

Sean f y g funciones continuas a trozos en [0, +oco| y de orden exponencial, de modo que sus
tranformadas de Laplace £ [f] y £ [g] existen. Suponga que existe ¢ € R tal que £ [f] = £ [g]
para todo s > ¢, entonces, con la posible excepcion de los puntos de discontinuidad, f(t) = g(t)
para todo t > 0.

El teorema anterior dice que si una ecuacién

Z[f(t)] = F(s) (10)

puede resolverse para una funcién f(f), la solucién es esencialmente tinica. Usualmente,
en este contexto, se conviene que dos funciones continuas a trozos que coinciden en todos

los puntos, salvo en sus puntos de discontinuidad, son idénticas.

Si la ecuacion (10) tiene solucion, es decir, si existe una funcién f(t) que la satisface,

entonces esta solucién se llama transformada inversa de Laplace de F(s) y se escribe

L) (1) = f(1). (11)
Esto significa que .2~ ! [F(s)] (t) = f(t) siy solo si .Z [f(t)] = F(s). De todo lo anterior

también se deduce que si F(s) y G(s) tienen transformada inversa de Laplace y sia y b

son nuimeros reales, entonces
L7 aF(s) +bG(s)] (t) = aL L [F(s)] (t) + bZ 71 [G(s)] (t).
Ejemplo 33

De acuerdo con los ejemplos anteriores, se tiene:

Ejemplo 34

1
-1
Calcular . {—s(sz +4)}

Solucion:

Se puede descomponer la fraccién en fracciones parciales?:

1 A Bs+C (s*>+4)A+s(Bs+C) (A+B)s>+Cs+4A

s(s2+4) s | 24+4 s(s2+4) B s(s?+4)

2Vea la técnica de descomponer una fraccién en suma de fracciones parciales en cualquier texto de Célcu-

lo Integral.
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Lo anterior significa que 1 = (A + B)s?> + Cs +4A; por lotanto A+ B = 0,C =0y
4A = 1. De aqui se concluye que A =

Gl gl s
s(s24+4)] 4 s 4 s2+4
1 1|1 1 s
=i ([ es))
= 1 (1—cos2t). O

Ejemplo 35
Determinar la transformada inversa de Laplace de

25+ 3

H(s) = s2 —4s5+20°

Solucion:

Primero se completa cuadrados en el denominador para aplicar el primer teorema de

traslacion:
25+3 2543 2(s—=2)+7
s2—45+20 (s—2)2+16 (s—2)2+16
s—2 7 4

(s5—2)2+16 4 (s—2)2+16

Observe que

Por lo tanto,

2HE) =27 [Ty
— 291 [@_Zﬁ] + ZZ"% o [(s—sﬁl

7
= 2¢% cos 4t + Eem sen 4t. O
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Ejemplo 36

—2s
1 1L |
Calcular . Lz e 51

Solucion:

De acuerdo con el segundo teorema de traslacion:

27 || = -2,

s2+4s+5
donde
1 1
H=2'lo——| =2 | ————
8(t) [sz—|—4s+5} {(s+2)2+1}
o2 1 [ﬁ] (por el primer teorema de traslacién)
— e 2sent.
En conclusién,
72 i = H(t —2)e 2D sen(t — 2) O
s2+4s+5 ’

Ejemplo 37

Determinar g_l [m} .

Solucion:

Se puede aplicar la propiedad de convolucién de la siguiente manera:

-1 S | S o1 s 1
Z {54—1—25—1—1]_3 {(524—1)2}_3 [52-1—1 sz-i-J

1
=1 sz—l} « 71 Lz—l—l} = cost xsent.

De acuerdo con el ejemplo 31, cost xsent = %t sen t. Es decir,

s 1

LV ———| = ~tsent. O
{54 + 25+ 11 2

Antes de proceder a aplicar la transformada de Laplace para resolver ecuaciones di-

ferenciales, se debe advertir que no toda funcién de s tiene una transformada inversa de

Laplace; esto se pone de manifiesto en el siguiente teorema.



42 Ecuaciones diferenciales

Teorema 19

Si f es una funcién continua a trozos de orden exponencial, entonces

lim .2 [f] = 0.

S——+00

Demostracion:

En efecto, en la prueba del teorema 7 se vio que existen nimeros C y « tales que

le 5 f ()| < Ce Ste; esto implica que

2o < | O e tswtgy — €

S — K

para todo s > a. Asi, si se toma el limite cuando s — +co se tiene el resultado. O

Ejemplo 38

Sea P(s) = ziﬂ Observe que

2
lim P(s) = lim S+ —

s—+oo so4o00s2 —1

1.

Esto indica que no existe una funcién p(t) cuya transformada de Laplace sea P(s) (no

existe la transformada inversa de Laplace de P(s). U

4.2. Solucion de ecuaciones lineales

La técnica de la transformada de Laplace es 1til para resolver ecuaciones diferenciales
lineales con coeficientes constantes y con condiciones iniciales. Gracias al teorema 11,
las condiciones iniciales se incorporan en el proceso de resoluciéon; esto hace que no sea
necesario encontrar primero la solucién general de la ecuacion diferencial. Otra de las
ventajas que ofrece este método es que la funcién f(t) que aparece en la ecuacién (12) no
debe ser necesariamente continua; gracias a algunos de los teoremas vistos antes, puede

ser continua a trozos, con la condicién de que su transformada de Laplace exista.

Si se tiene una ecuacion diferencial del tipo
y™ + gy 4 ay +agy = f(1), (12)

con condiciones iniciales ¥(0) = vo, v/ (0) = y1, ..., y""1D(0) = y,_1, el procedimiento

para resolverla, mediante el uso de la transformada de Laplace, consiste en convertir el
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problema en una ecuacioén de la forma . [y] = F(s) y calculary = .21 [F(s)] (t), siempre

que las transformaciones involucradas existan.

Seilustra a continuacién el procedimiento mediante algunos ejemplos, primero se pro-
porcionarda uno muy sencillo. Para trabajar de modo eficiente conviene tener a mano una

tabla de transformadas de Laplace como la que se brinda en la pagina 35.
Ejemplo 39
Resolver el problema de valores iniciales

4/ —y=1, y(0)=0, y'(0) =3

Solucion:

Se aplica el operador . a ambos lados de la ecuacion y se utiliza la propiedad dada

por el teorema 8:
42y -2y =2].

De acuerdo con (8) y con (3), esta ecuacion se puede escribir como

W22y =5 0-3) -2l =,
LY -2 2=,
(45> — 1).2 [y] :%+2: 1J;25.

Luego, si se despejan . [y], se obtiene

1+ 2s 1+2s 1

g = == — .
V=@ T sm o)) s o)
Se puede escribir la fraccién m como una suma de fracciones parciales, asi:
1 _é+ B  (2A+B)s—A
s(2s—1) s 2s—1  s(2s—1)

Si se igualan los numeradores de la primera y la tltima fraccién en la expresién anterior,
se obtiene:

1= (2A+B)s— A.
Entonces, 2A +B = 0,1 = —A; porloque A = —1y B = 2. En sintesis,

1 2 1 1 1

Z[y]:s(Zs—l) :25—1_5—5_% s’
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es decir, si se aplica .2 ! y se usa el teorema 13 y (3) (o de acuerdo con la tabla de la
pégina 35) se tiene:

. . . 1
Asf, la solucién del problema de valores iniciales es y = ezt — 1.

Ejemplo 40

Resolver el problema de valores iniciales,
y" +9y = 3sen2t, y(0) =0, y'(0) =0.
Si se aplica el operador .’ a ambos lados y se utilizan diferentes propiedades, se obtiene:

2Ly +9L [y] = 3.% [sen2t],

2 _§. 23
SLZY+9ZlY =5 g i aa
3
3
2= erpEToy

) 3 . .
Ahora se descompondré (5754) (s59) COmMO suma de fracciones parciales. Se hace

3 _As+B Cs+D
(s2+4)(s2+9) s2+4 T
(As+ B)(s>+9) + (Cs + D) (s> + 4)
(s2+4)(s2+9)
_ (A+0)s?+ (B+D)s*+ (9A+4C)s+9B +4D
B (s2+4)(s2+9) '

De aqui, 3 = (A +C)s® + (B+ D)s? + (9A + 4C)s + 9B + 4D, de modo que, al igualar los
coeficientes de las potencias iguales de s, se obtiene:

A+C=0, B+D=0, 9A+4C=0, 9B+4D =3,

si se resuelve este sistema de ecuaciones: A =0, B = %, C=0yD= —%. Es decir,

3 3 1 3 1

(2+4)(s2+9) 5 244 5 5219
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por lo tanto,

3 2 1 3
2l =15 735 7o

Si se aplica .2~ a ambos lados, se obtiene

3 1
y= EsenZt — gsen3t.

Este ejemplo ilustra lo mencionado al comienzo en cuanto a que, mediante la transforma-
da de Laplace, el problema de valores iniciales se convierte en un problema puramente

algebraico. U]
Ejemplo 41

Resolver el problema de valores iniciales

y' =3y +2y=2¢% y(0)=0, y'(0) = 4

Solucion:

Al aplicar .Z, se obtiene:
2y -32[y] +22[y) =22 |¥],
es decir,

2.2 [y) — sy(0) — y/(0) = 3(sZ [y] — y(0)) +2L [y) =2 [¥],
2

s—3’

(s*=35s+2)L[y] = 2 +4

SL [y —4-3ZL [yl +2ZL [y =

y, al despejar .Z [y],

Ly = 45 — 10 _ 45 — 10
A 2 35+2)5-3) (G-1(GE-2)(5-3)
Si se escribe 4s 10 A B c

° +—+

(s—l)(s—2)(s—3):s—1 s—2 s—3
y se procede como en el ejemplo anterior, se obtiene:
4s — 10 -3 2 1

(s—=1)(s—2)(s—3) -1 s—2"s=3
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Es dedir,
1 1
LW ==3 72 5t 3
Por lo tanto,
1 1 1
_ o1 _ -
y=2 [3 _1—|-2 _2+S_3}
1 1 1
o N -1 —1
e[ e [ L] 1)

Luego, de acuerdo con la tabla de transformadas, la solucién del problema de valores

iniciales es
y = —3el 4262 4 %, O
Ejemplo 42
Resolver el problema de valores iniciales
v +6y +13y =10, y(0) =3, y'(0) = —13.

Solucion:

Se tiene

2y +62[y] +13L[y] = 102 [e*ﬂ )

10
2L [y) - 35+ 13+ 6(sZ [y -3) +13L [y] = —,
(s2+6s+13).$[y]—35—5:s:__02,
1 10
LW = a5 671 (S+2+35+5)
357+ 11s 420
(5 +2)(s*+65+13)

Al descomponer la tltima fraccién en fracciones simples, se obtiene:

s—3 2

g[y]:sz—l—6s—|—13+s+2'

) s—3
-1 _ 9p2 leula. 1| —— 2" |,
Se observa que . {S-I—Z} e “"yse calcula . Lz 65 13}
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Se puede completar cuadrados en el denominador para aplicar el primer teorema de

traslacion:
s—3 s=3  (s+3)—6
s2+6s+13  (s+3)2+4 (s+3)2+4
B s+3 3 2
~ (s+3)2+4 (s+3)2+4
= F(s+3) —3G(s +3),
donde ’
s
(s) 714 ZLcos2t] y G(s) o Z [sen 2t]

Luego, por el primer teorema de traslaciéon

y(t) = 2e7 % + e~ cos 2t — 3¢~ sen 2t. O

Recuerde que el segundo teorema de traslacion establece, bajo las hipétesis apropia-
das, que
Zf(t=a)H(t —a)] =" Z[f ()],

por ello
2 e "L [f()]] = f(t —a)H(t —a).

Se aplicara esto para resolver la ecuacién diferencial que se proporciona en el siguiente

ejemplo.
Ejemplo 43

0 si0<t<3

Resolver vy’ +4y = f(t), y(0) =y'(0) =0, donde f(t) = .
t sit>3

Solucion:

Observe que f se puede escribir como

F(t) = tH(t—3) = (t—3+3)H(t —3) = (t — 3)H(t — 3) + 3H(t — 3).

Luego,
y'+4y = (t—-3)H(t—-3)+3H(t—3) =
LN +42 1yl =2L[(t—3)H(t-3)]+3L[H(t-3)] =

1 3
(s> +4) 2Ly = 5—26_35 + 56_35 (segin el comentario previo).
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De aqui,
3s+1 3
Ly = 55—~ %,
i s2(s2 +4)e
por lo que
3s+1

w0 =27 gy

Para calcular esta transformada inversa de Laplace, observamos el factor e 38

que indi-
ca la necesidad de utilizar el segundo teorema de traslacién. De este modo, se calcula
primero
o(t) = 271 [ 23524—1 }
s2(s? +4)
y luego se aplica el mencionado teorema. Para emplear la técnica de descomposicién en

fracciones parciales se escribe

3s+1 A B Cs+D

s2(s2 +4) stat s2+4
y se determinan los valores de A, B, C y D para obtener

3+1 31 11 3 s 1 1

2(s2+4) 4 s T3 219y 1954

De la tabla se obtiene

H=21-.-+>. 5. .
g() 4 s 4 s2 4 244 4 244
1 1 1
:2-1+Zt—2c052t—4—1-§sen2t-

Asi, la solucion del problema es

y(t) = g(t =3)H(t = 3)

= (_+1( —3) — ZcosZ(t—S) — %senZ(t—?))) H(t-3)

=1 W

4
_ % (2t — 6.cos2(t — 3) — sen 2(t — 3)) H(t — 3).

Esta solucién se puede escribir como

si0<t<3

v = (2t —6cos2(t —3) —sen2(t—3)) sit>3

o= O

El uso de trasformadas de Laplace resulta til en problemas de aplicacién en los que

aparecen fuerzas no necesariamente continuas (pero si continuas a trozos).
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Ejemplo 44

Al suspender una masa cuyo peso es 29,4 N de cierto resorte, este se alarga 0,6125 m
desde su longitud natural. A partir del reposo, en el momento t = 0, la masa se pone
en movimiento aplicindole una fuerza externa F(tf) = cos4t, pero en el instante f =
47 esa fuerza cesa stubitamente, permitiendo que la masa contintie su movimiento. Si se

desprecia la friccién, determinar la funcién de posicién resultante para la masa.
Solucion:

La posicién y(t) de la masa en el tiempo ¢ se rige por la ecuacién diferencial®
My" +cy' +ky = F(t),

donde M es la masa del objeto, c es la constante de friccion, k es la constante de fuerza del
resorte y F(t) es la fuerza externa aplicada.

En este caso, el peso de la masa es W = 29,4 N, entonces la masa es M = % = 3 kg.
La elongaciéon del resorte es Al = 0,6125, por lo que su constante es k = % =48 N/m;
ademas, no hay friccién, por ello ¢ = 0. Asf, la ecuacién diferencial que rige el movimiento

de la masa es
3y" +48y = f(t),

donde
cosdt si0<t<4dnm

0 sidrr <t

f(t) =

La ecuacion se puede escribir como y”’ + 16y = 1 (). Luego, si se aplica . y las propie-

dades correspondientes, se obtiene:

SLW+162 ] =320 = L= g 20 @

Ahora, se calcula .Z [f(t)]. De acuerdo con (9),
f(t) = cos4t[H(t) — H(t —4m)] = (cos4t)H(t) — (cos4t)H(t — 4m).

Pero sit > 0, entonces H(t) = 1y, por otra parte, cos4t = cos4(t — 4sr) (en virtud de la

periodicidad del coseno). Por esto, se puede escribir

f(t) = cos4t — (cos4(t —4m))H(t —4m).

3Vea las paginas de 1a 9 ala 11 del libro de texto.



50 Ecuaciones diferenciales

Entonces, de acuerdo con el segundo teorema de traslacion,

Z1f(t)] = L cos4t] — £ [(cos4(t —4m))H(t — 4r)]

= S — 6_47-[5#
s2+16 s2+16

Ahora, si se sustituye en (13):

- 1 S _ _4ms S
2 W =319 (52+16 ¢ 52-1—16)
1 S

—'———'6_47-[5—
3 (s2+416)2 3 (s2+16)2
1 -1 5 -1 | ,—4rmns 5
- 5 |- ). 14
- Y73 (”% {(SZ ¥ 16)2] o {e (2 +16) 14
Recuerde que .Z [sen4t| = 52;;16, luego,
d 4 8s
tsendt] = —— = .
Z |tsendt] = o (52+16> (2 +16)2

De aqui se deduce que

-1 S . 1
< {—(524—16)2] = 8tsen4t,

y, de acuerdo con el segundo teorema de traslacién,

7 {6_4”5(52:—16)2} = %(t —47)sen4(t — 4m)H(t — 4m).

En conclusioén, si se sustituye en (14):

y=13 [}—gtsenélt — 3(t—4m)send(t — 4m)H(t — 47'()}
= - [tsendt — (t — 47)(sen4t)H(t — 47)]

= o [t — (t —4m)H(t — 47)] sen4t.

Esta funcién se puede escribir como

21—4tsen4t si0<t<4m
y(t) =

%nsenélt sidrr <t

La grafica de y se proporciona en la figura 11. U
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Y

”4 A AL
o VTR

Figura 11. Gréfica de la funcién y del ejemplo 44.

Ejercicios de autoevaluacion de la seccién 4

En los ejercicios del 1 al 21, calcule la transformada inversa de Laplace de la funcién

de s dada.
1. F(s) = % 8. Q(s) = (;1:)2 + 52155. H(s) = 5(5522:2—;:32)
2. G(s) = S(Sil) 9. P(s) = m 16. P(s) = - _325::5 —
3. H(s) = (521—51)2 10 Hs) = 52 17, Qls) e
5. Q(s) = ! ,n€Z12 F(s) = 5;45 19. R(s) = 5
(s—a)" s(s? +16) (52 + a2)(s2 — b2)
6. R(s) = % 13. F(s) = (Se_—5)3 20. Q(s) = (S+2)152—9)

En los ejercicios del 22 al 37, resuelva el problema de valores iniciales que se pro-

porciona en cada caso.
22. y' =2y =¢", y(0)=3.
23.y"—y=1, y(0)=0,y(0) =1.

24. y' —y' —2y =4t2, y(0) =1,y'(0) = 4.
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25

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Ecuaciones diferenciales

fsent, y(0) =0,y (0) =0.

Y +y=e?
y" +4y" +5y +2y =10cost, y(0)=1y'(0) =0,y"(0) = 3.
y"+4y' +8y =sent, y(0)=1,y(0)=0.

y—2y=1—t, y(0)=1
y' =4y +4y=1, y(0)=1y(0) =4
y'+9y =t y(0)=y'(0)=0

y" —10y' +26y =4, y(0)=3,y'(0) = 15.

y' -6y +8y=¢, y(0)=3,y(0) =9.
y'+4y=e'sent, y(0)=1,v(0) =4
y'+2y —3y=e3, y(0)=0,y'(0)=0.

0 si0<t<4
2 sit>4

<
—~~
)
~—
|
Q\
—
(=)
~—
I

y" =8y =f(t), y"(0) =0, donde f(t) = {

t si0<t<3

y' —4y +4y = f(t), y(0)=-2,y(0) =1,donde f(t) = { _
t+2 sit>3

0 si0<t<m

y'+9y = f(t), y(0) =y (0) =1, donde f(t) = { ,
cost sit>rt

Considere el problema de valores iniciales

y® —11y" +18y = f(t), y(0) =y'(0) =y"(0) =y"(0) =0,

donde f es una funcién continua por tramos en [0, +oo|. Utilice el teorema de con-
volucién para escribir una férmula, la cual contenga la funcién f, para la solucién

del problema.
Sea y la solucién del problema de valores iniciales
" / _ _ / 1
ay’ +by +cy=0, y(0)=0, y(0)=:.
a) Pruebe que u = f * y es la solucién del problema de valores iniciales

au’ +bu' +cu = f(t), y(0)=y(0)=0.
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b) Utilice este resultado para resolver el problema de valores iniciales

2u" +4u' +u=1+¢> y(0) =1y (0)=0.

40. Obtenga la corriente en el circuito RL, O + !
que se muestra en la figura, si inicialmen- E
te la corrientees O y R

0 si0<t<5
2 sit>5 L

E(t) =

41. Determine la corriente en el circuito RL del ejercicio anterior si, inicialmente, la co-
k sio<t<b5
0 sit>5

rriente es 0y E(t) =

5. Sistemas de ecuaciones lineales de primer orden

Los sistemas de ecuaciones diferenciales son aquellos que contienen mds de una fun-
cién incognita. Estos aparecen de modo natural en diversidad de problemas; por ejemplo,

al considerar redes eléctricas con mas de un circuito, como la de la figura 12.

Or (el (B ow

Figura 12. Red eléctrica con dos circuitos.

En la figura, I;(t) es la corriente que atraviesa el inductor en la direccién indicada e I
es la que atraviesa la resistencia R;. Observe que la corriente que pasa por la resistencia
Ry es I = Ij — I; en la direccién indicada en la gréfica. De acuerdo con la ley de Kirchof,
vista en el capitulo 4 del texto, y utilizando la notacién ahi indicada para el circuito de la

izquierda, se cumple:
dh

L= 4 R =E.
T
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Es dedir,

dI
Ld—tl +Ry(L; — L) =E. (15)

Para el circuito de la derecha se tiene
1
Ryl + EQ + R =0,
1
EQ +Rolp + Ri(I — I;) =0,

1
EQ — R4+ (R2 + Rl)lz =0.

Recuerde que % = Ip; luego, derivando en la tiltima ecuacién anterior se obtiene:
dl; dl, 1
—R{— 4+ (Ry+Ry)—=+ =, = 0. 16
1dt+(2+ 1)dt+C2 (16)

Como las corrientes en la red estan relacionadas, las ecuaciones (15) y (16) forman un
sistema, esto es, si se quiere determinar la intensidad de la corriente a través de la red, se

deben determinar las funciones I (t) e I;(t) que satisfacen simultdneamente el sistema:

dI
Ld—1+R1(Il—Iz):E
dI t dl, 1 (17)
1 2 _
R+ R+ Ry) o+ b =0

5.1. Algunos elementos basicos sobre sistemas

A continuacién se verdn algunos elementos muy bésicos sobre sistemas de ecuaciones
diferenciales y, posteriormente, cémo se puede utilizar la transformada de Laplace para

resolver sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes.
Definiciéon 9

Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1, con m ecuaciones y s

incégnitas es un sistema del tipo

Fl (t/ylly/ll' . -/ygn)/- . '/yS’y;" : ’ygn)) =0

(18)

Fu(tyn v ys i ) =0,

donde Fy, ..., Fy, son funciones de (n + 1)s + 1 variables y v, ...,y son funciones de ¢

(las funciones incégnita).
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Una solucién del sistema (18) es una sucesion de funciones y1(t), ..., ys(t) que satis-

facen simultdneamente las m ecuaciones dadas.
Ejemplo 45
El sistema
yi +3y1—y2=0
Y2 —2y1+2y2 =0

es un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias con dos incégnitas (las funciones

Y1y v¥2). Una solucién del sistema es

y1(t) = cost + sent 4 cos 2t + sen 2t,
y2(t) = 2cost+ 2sent — cos2t — sen2t,

puesto que,

yj(t) = —sent + cost — 2sen2t + 2 cos 2t,
yh(t) = —2sent + 2 cost + 2sen 2t — 2 cos 2t,
y{(t) = —cost —sent — 4 cos 2t — 4 sen 2t,
yh(t) = —2cost —2sent + 4 cos2t + 4sen2t,

y por lo tanto

y{ +3y1 —y» = —cost —sent — 4cos2t — 4sen 2t
+ 3(cost + sen t + cos 2t + sen 2t)
— (2cost+2sent — cos 2t — sen 2t)
=0,
y’z’ —2y1 + 2y, = —2cost —2sent + 4 cos2t + 4sen2t
— 2(cost + sent + cos 2t + sen 2t)
+2(2cost +2sent — cos 2t — sen 2t)
=0 O

Es importante observar que si se tiene una ecuacién diferencial de orden #, en la cual

se puede despejar la derivada de maés alto orden, del siguiente modo:

vy = F(ty,y,...,y0D), (19)
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entonces, esta ecuacion se puede convertir en un sistema de ecuaciones diferenciales si se

introducen nuevas funciones que son las derivadas sucesivas de y; ast:

vi=vy, p=y, ..., yp=y"

Derivando en cada una de las igualdades anteriores se tiene

y, por lo tanto,
Vi=Y2 V2=Y3 - Yu1=Yu
Con esto, la ecuacion diferencial (19) es equivalente al sistema

/

Yi="y2
]/221/3
Yn_1 = Yn

v, =Ftyy, ...,y ).

Asi, se pueden utilizar métodos numéricos, muy eficientes, que permiten obtener
soluciones aproximadas de sistemas de primer orden y, de esta manera, aproximar la

solucion de la ecuacioén diferencial dada aunque sea muy complicada.

Razonando de la misma manera como se hizo antes, se deduce que también un sistema
en el cual se puedan despejar las derivadas de maximo orden puede convertirse en un
sistema de primer orden. El sistema del ejemplo 45 se puede escribir ast:

/!

y1 = -3y1+y2
;_ B (20)
Yo =2y1 — 2

Si se introducen nuevas funciones zi, z, z3 y z4 tales que z1 = y1, 20 = Y, 23 = 2 ¥
z4 = I}, se tiene que
/ /
Z1=Y1, 22=29, 2Z3=Y2, 24 = Z3,

entonces, el sistema (20) es equivalente al sistema:

Zl - Zz
zh = —3z1 + 23
zh =24

Z4 = 221 — 223
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Una de las ventajas que tiene el poder convertir un sistema de cualquier orden en
uno de primer orden, es que las técnicas de solucién sistemaética se describen mejor para
sistemas de primer orden; tal es el caso del siguiente teorema de existencia y unicidad, el

cual se enuncia sin demostracion.

Teorema 20 (Existencia y unicidad de la solucién en sistemas lineales)

Sea el sistema

v = pu®yi + pt)y2 + -+ pra(B)yn + fi(t)

/

vo = pa(Hy1 + p(t)y2 + -+ p2u(Hyn + f2(t) 2D

y; = pt(O)y1 + pu2(B)y2 + - -+ pun () yn + fu(t)

Si las funciones p;i(t) (parai = 1,...,n,j = 1,...,n) y las funciones f; (parai = 1,...,n)
son continuas en un intervalo I que contenga un punto a. Entonces, para los niimeros by, ..., by,
el sistema (21) tiene una solucion iinica, sobre todo el intervalo I, el cual satisface las condiciones
iniciales

yi(a) =by, ya(a) =0y, ..., yu(a) = by

No es el objetivo de este texto estudiar sistemas de ecuaciones diferenciales generales.
Solo se verd una técnica de solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con

coeficientes constantes, de orden a lo sumo dos, con dos incognitas.

5.2. Latransformada de Laplace para resolver sistemas

Se puede utilizar la transformada de Laplace para resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes. Basicamente, es la misma técnica para
resolver una sola ecuacién que se empled en la seccion anterior; consiste, por lo tanto, en
convertir el sistema diferencial en un sistema algebraico en el que las incégnitas son las
transformadas de las funciones solucién del sistema original. Una vez resuelto el sistema
algebraico, las transformadas inversas proporcionan las soluciones buscadas. Se exponen

a continuacién algunos ejemplos.
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Ejemplo 46
Resolver el problema de valores iniciales
Vi =y1+2y

2=+
y1(0) =1, 2(0) =0.

Solucién:
Se aplica .2 a ambos lados en las dos ecuaciones y se obtiene
Ll =2nl+22ly]  _ sZn]-1=2n]+22[)]
Z ya] = 2L (] + 2 [y2] sZ [yo] = —2Z 1] + 2 [y2]
Por lo tanto,
(s-=1DZn]-2ZL[yp] =1
22 ]+ (s =1)Zy2] = 0.

Se pueden emplear varias técnicas para resolver este sistema algebraico en el que las

incognitas son .Z [y1] v -Z [y2]- Se utilizaré la regla de Cramer:

-1 =2
’ —(s—1)2+4,
2 s—1
por lo que
1 -2
0 s—1 s—1
2l = (s—1)2+4 (s—1)2+4
s—1 1
2 0 -2
2y = =

-12+4 (5-172+4

De la tabla de la pagina 35, se concluye que la solucién del problema de valores iniciales

es:
_ s—1
yp =" [—(s mEy +4] = el cos2t,
2
Y2 = _0%71 [m} = —€t sen 2t. U
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Ejemplo 47
Resolver el problema de valores iniciales
V1+2y+y1=0
Vi—Y2ty2=0
y1(0) =0, y2(0) =1.

Solucion:

Se aplica . a ambos lados en las dos ecuaciones y se obtiene:

ZL il +22 [ya) +Z ] = 2 [0] N s [y1] +25Z [y2] — 2+ Z [1]

0
Z ] —Z v + Ly = 2[0] sZ 1] —sZL 2] +1+ L [y2] =0

Por lo tanto,

(s+1)Z[y1] +25L[y2] =2
sZ [+ (1—s)ZL[y] = -1

1 2
Por otra parte, 5+ . = (1 —+/3s)(1+ 1/3s), por lo que
—s
2 2s
-1 1-—s 2
2yl = = ,
(1—+3s)(1++3s) (1—+/3s)(1+3s)
s+1 2
s —1 —3s—1
2y = =

(1—+3s)(14+v3s) (1—+/3s)(1++/3s)

Si se descomponen ambas fracciones en fracciones parciales, se obtiene:

2 1 1
(1-v35)(1+v3s) 1135 1-+v3s
351 V3-1 V3+1

(1—+3s)(1++3s) 2(1++3s) 2(1—+/3s)

De modo que

=2l s
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V341
1—+/3s

_ﬁ—yg_l{ 1 }_\/§+1$_1
1+ +/3s 2

Se observa que

1
1—1—\/55_7 T Y 1—\/55_ %.5—%.

Por esta razoén,

|
&

En conclusioén,

1 1
B ¢ VAV VI C VAVL)):
N \/ge \/ge ’
3— \/_ (1//3)t 3+\/§ (1/V3)t
Yr = 6 —€ .

Ejemplo 48
Sean x e y funciones de t, resolver el sistema
X' +x+y —y=2
x" +x" —y' = cost
con las condiciones x(0) = 0, x’(0) = 2, y(0) = 1.
Solucion:

Si se aplica .2 a ambas ecuaciones y luego se calculan las transformadas, se agrupan

términos y se simplifica, se obtiene:

s+1)Zx]|+(s—1)Zy]==+1, (22)

1 1
—. 23
52—|—1+s (23)

(s+1)Z ] -Zy] =
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Si a la ecuacion (22) se le resta la ecuacién (23), se obtiene
1 1

1 1 1
LW =gt i@
1 1 /1 s
52 g s s2+41
1 S
=4+ 24
sz+52+1 (24)

Si se sustituye (24) en la ecuacién (23):
1 1 1 s

(s+1)Z[x] =

@+f+;ﬁf+?17
s s
- sz-:—l + s—; '
Entonces, .Z [x] = ﬁ + 2 En conclusién,
x =91 l 1 } + 1 {l} =sent +t,
s2+1 s
y=g"1 [Slz}—hﬁf_l inJ =t +cost. O

Ejemplo 49
Sean x e y funciones de t, resolver el sistema
x'+y" = —sent
x" —y' = cost
con las condiciones x(0) = 0, x(0) = 0,y(0) =0, y'(0) = 1.
Solucion:

Si se aplica . a ambas ecuaciones y luego se calculan las transformadas, se agrupan

términos y se simplifica, se obtiene:

ZLx]+sZLy| = 21 (25)
1
sZ x| - Lyl = ST (26)

Si se multiplica por s la ecuacion (26), luego se suma el resultado a la ecuacién (25) y se
despeja .Z [x], se obtiene:
2s

Zx] = m
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Si se procede de modo anéalogo, se deduce que

 —(1-5%)
vl = m

Si se observa que

1\ —2s s\ 1-¢2
211) 2rnz Y o\er1) T (e

se concluye que
x =271 {—ﬁ} = -2 [(Z[sent])'] = —(—tsent) = tsent

y=2"1 {—%} = —¢ 1 [(L][cost])'] = —(—tcost) = tcost. O

Para finalizar esta seccidn, se resolverd el sistema propuesto al inicio para una red

eléctrica, con algunos valores particulares de los pardmetros.
Ejemplo 50

Determinar la intensidad de la corriente en cada uno de los circuitos de la red eléctrica
descrita por el sistema de ecuaciones (17) en la pagina 54, si L = 2 henrios, C = 8 x 1073
faradios, Ry = 50 ohmios, Ry = 25 ohmios y la fem aplicada es de 100 voltios. Suponga
que, en el instante en el cual se conecta la bateria (t = 0), no hay corriente fluyendo por la
red.

Solucion:

Recuerde que el sistema es

I

LE +R1(I1 — 12) =E
dlh dl, 1 _
_Rlﬁ + (Rz + Rl)ﬁ + EIZ =0

donde L = 2, Ry =50, E = 100, —Ry = =50, R, + Ry = 75, % = 125. Ademads, como
inicialmente no hay corriente fluyendo por la red, entonces las condiciones iniciales son
I1(0) = 0 e I(0) = 0. Si se sustituyen estos valores en el sistema anterior y se simplifica,

se obtiene el siguiente problema de valores iniciales:

%+2511—2512:50
A, _db

21 _ 322 _ 5, =
21 —3=2 50 =0

Il(o) =0, 12(0) =0
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Si se aplica la transformada de Laplace a ambas ecuaciones y se simplifica, se obtiene:

(s +25).2 (] — 25.2 [] = 5S_O

252 [I] — (3s +5).Z 1] = 0.

25 —25
Por otra parte, + = —(3s% +30s + 125), por lo tanto
2s  —(3s+5)
2 25
2] = 0 —(Bs+5)| 1505+ 250
U (38524305 +125)  s(3s2+30s 4 125)°
s+25 2
2s 0 100
Zh] = 5 =2 :
—(3s? +30s+125)  3s%+30s + 125
Luego,
150s + 250 112 _ —6s + 90
L=g2"" =z 5| +27!
! {5(352 +30s+125)1 [s] + {352+303+1251
100
L=g"1 :
2 [352 +30s + 125]

Ahora, se tiene

—6s+90  —25+430
352 +30s +125 52 410s + 12
_ —2(s+5)+40
(s+5)2+ 22
_ s+5 n 40
(s+52+%  (s+5)2+%
s+5 5y6
= -2 +4V6 3 :
(+5P+ (%) 52+ ()
De acuerdo con esto, y segtn (27), se obtiene:
56
s (s +572 + (%) (s +572+ (%)

—=2-—2¢% cos(g\/gt) + 4+/6e 2 sen(g\/gt).

(27)

(28)
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Por otra parte,

100 10 n 3
324305 +125 3" (s y5)2 4 (58)7
Por lo que, segtin (28),
5v6
_10 o S| = 5 Ve sen(3V6) A
3 (s+52+ (248)?] 3

Ejercicios de autoevaluacion de la secciéon 5

En los ejercicios del 1 al 10, utilice la transformada de Laplace para resolver el siste-

ma con condiciones iniciales que se proporciona en cada caso.

1. vi+yp=t 6. vy —2y, =2
ys+4y1 =0 y1+yh =5e* +1
y1(0) =1, y2(0) = —1 y1(0) = y1(0) =2, y2(0) =1

2.y —6y1+ 3y, = 8¢ 7. 21 +y5—3y2 =0
Yo = 2y1 — Yo = 4¢' yi+y, =t
y1(0) = =1, ¥2(0) =0 y1(0) =y2(0) =0

3. 2yityy—y1—Yya=e’ 8. Yi+2h—ya=t
Vit+ys 2yt =e Y1 +2y2 =0
y1(0) =2, 12(0) =1 y1(0) = y2(0) =0

4. y’1’+y1+y2:0 9. y’1+y’2+y1—y2:0
yi+yb=0 vi+yi+2p=1
y1(0) = y7(0) =0, y2(0) =1 y1(0) = y2(0) =0

5 y{ +y2=0 10. y{ +y) = cost
vy — Yy = —2¢ vy — 2y} =senx

y1(0) = y2(0) = y1(0) = y1(0) = -1,
y1(0) = -2, y’z(O) =2 y2(0) =1, y3(0) =0

11. Considere dos tanques conectados que contienen una solucién salina. En el primero
hay X(t) libras de sal en 100 galones de salmuera y en el segundo, Y(¢) libras de

sal en 200 galones de salmuera. La salmuera se mantiene uniforme en cada tanque
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mediante agitacion; desde el primer tanque hacia el segundo, se bombea a razén
de 30 gal/min y del segundo hacia el primero, a razén de 10 gal/min. Ademas, al
primer tanque entra agua pura a razén de 20 gal/min y por un orificio en el segundo
tanque sale salmuera a razén de 20 gal/min. Si inicialmente cada tanque contiene
50 libras de sal, determine la cantidad de sal X(t) y Y(t) que hay en cada tanque en

cada instante t.

12. Determine la corriente en cada circuito de la red proporcionada en la siguiente figu-
ra, si se sabe que al inicio ambas corrientes son iguales a 0, L; = 5 henrios, L, = 10
henrios, Ry = 30 ohmios, Ry = 100 ohmios y E(t) = 2H(t — 4) voltios.

Or (& wsh (& m

Ly

Soluciones a los ejercicios

Ejercicios de autoevaluacién de la seccion 1, pagina 13

too dy . b dx o1 b
1./ - = Ilim / - = lim - arctan—- = —.
0 x<+a b—+ooJo X+ a b——+oo d a 2a

b xd
2. /0 1x+xx =b—In(b+1) — cocuando b — oo = diverge.
0 xd 1
3. /b ﬁ—xxz = —Eln(b2 +1) - —oo cuando b — —oo = diverge.
1 teo ] too
4. ’ﬂ’ < —.Como / —dx es convergente, entonces / ‘ senx ‘ dx también lo
x2 x2 1 X2 1 x2
T sen x
es = / dx es absolutamente convergente y, por lo tanto, es convergente.
1 X2
b Lo 2 2
5. / e “Fcos3xdx = —e “(—2cos3b+3sen3b) + — — — cuando b — o
0 13 13 13
= converge.
6. x /4 = .Como 7 < 1, entonces la integral diverge.

xTT/4
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7, —
x2+x+3

10.
11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

. Existe c € R tal que ¢* — 1 > x* para x > c. Entonces, para x > c,

Ecuaciones diferenciales

1 +o00 +00
. Como / —dx converge, entonces / ————,dx también
1 X 1 x*+x+3
1

z—dx converge. Del mismo modo, se deduce
x> +x+3

0 1
que /_ N mdx converge. Se concluye que /_ P ixi3

1

+o00
lo hace y, por lo tanto, /
0

+o0 1
dx converge.

b
/ cosb =senby lim senb no existe. Se deduce que la integral no converge.
0 b—+oo

x2 <1
x -1

+oo 1 +oo 42
Como / —dx es convergente, entonces / 1r:lx es convergente. Por otra
c x2 c

ex
¢ x? x?
parte, /1 e

gente.

+0o0
dx es una integral definida, por lo tanto, / 1dx es conver-
1

ex_

b 1 1
/ e?*(2x? — 4x)dx = Eezb(sz —6b+3) + 564 — oo cuando b — oo = diverge.
2
X +oo

— dx también lo hace.
14 x4

L =1y
< —.(Como —ax converge, entonces /
x3 /1 x3 & 1 144

1 1 teo ] too 1
pra I . Como / —dx converge, entonces / ———=dx también
x4+ x1/3 " 1 x4 x1/3

converge.

. Inx x2 1 too ]
Six > 1, entonces 0 < i < 1 < . Como de converge, enton-
x*4+1 7 x*+ 1 x1 1 X

/+°° In x i Por ot ; / Inx
ces ———dx converge. Por otra parte, —_—
1 +1 & P x*+1

1 dx es una integral definida,
X 0,5

+% Inx

entonces, /

dx converge absolutamente.
05 x*t+1

+o00 5 b 5
/ e *sen2xdx = lim e *sen2xdx
0 b—+o00 J0O

2

1 2
— lim |- 2b + 2c0s2b) + ull
bilfoo{ 550 (5sen2b+2cos2b) + 29] 29

0 5 05 1 2b
/ efdx = lim e“dx = lim E(l—e ) ==

—00 b——o0 Jb b——o0

400 b
/ xe Ydx = lim xe *dx = lim [—e P(b+1)+1] =1.
0 b—+o00 JO b——+o0

/+oo ax  _ lim /bd—xdx— lim1 1—; _!
e x(Inx)3  p5tete x(Inx)3 T b5t (Inb)2) 2
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+eo o 2dyx ) b 2dx ) 1 1 1
e A_/6 (x—4)3‘b5rfoo/6 [FRIER s <‘—+‘> s

19. Gréfica:

— +1

Célculo de la integral:

J:of(x)dx = /

— —o0

1 te 1
Xt dx+/ 1dx+/ —de
-1 1 X
b

~1
= lim ex“‘ +x|1_1+ lim —1
b——o0 b b=+ X |
= lim (e — et 42+ lim (—1—1—1)
b——co b—+o0 b
=14+2+1=4.
b
20. Sip = 1: dx =In(lnb) —In(In2) = oo cuando b — co = diverge.
p g
2 xlnx
b dx 1 1 1
Si 1:/ = — . .
ip7 2 xlnx p—1 (lnb)i’—lJr (p—1)(In2)r-1

Sip < 1, entonces lim
b—+o0

caso, la integral diverge.

{ 1 1 1

Tp—1 (bt (p_1><1nz)p—1] - reoyeneste

Sip > 1,entonces lim [— ! ! + 1 }_ 1
p= bt | p—1 (Inb)P 1 (p—1)(In2)P 1] (p—1)(In2)r1

y, en este caso, la integral converge.

Ejercicios de autoevaluacién de la secciéon 2, pagina 20

—st

—+00
1. ¢ [(t—1)2} :/ e (t—1)%dt = lim — o (=627 — 25t — 2 — 2% + 25 — §7) }
0 b—+o0 S
_ §2 —25+2
-
+o0 _efst b a
2. Z[senat] = /0 e St senatdt = bl_igloo 52+—az(a cosat + ssenat) ; =912
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+oo
3. & [tsent] :/ e S'tsen tdt
0
R — (£ 4+t +25) cost + (ts° + ts +s2 — 1) sent |’ B 2s
bt st+2s2+1 0 SEH+2241
+eo 2sen2t — (s — 1) cos2t , |
4. & [e' cos2t] :/ e~Stet cos2tdt = lim —oon (s 3COS et st
0 b—+oc0 5—-2s+s 0
_ s—1
(s —1)2 44

—+o00
5. % [te'sent] = / e Stte! sen tdt =
0
_et—st 5
bl_l>Too m[(zt — 2+25 — 2ts + ts )COSt

b 2(s—1)
3 2 2 —
—(2s—dts — 157 2 =54 BT send]| = o

—+o0
6. & [tz cos t} — / e St cos tdt =
0

—st

lim $°12 + 25312 + st? 4 2ts* — 2t +25% — 65) cost

b—+oc0 m[(
25(s% — 3)

b
(st =257 — 2 ats” — 4ts — 657 + 2) sent]| = IS

7. Zf(H)] = /0+°°eStf(t)dt:/ozeSttdt+/2+°oe5tdt
—2s

2 b

—st

e
=2 (st+1)

_ 1
+ lim —e ¢
0 b—+oo S

e 1 1 5
=2 (25+1)+52+se .

2

400 1 2 +o0
8. 2] = [ e hndt=2 [ et [Cet@—anat+ [ et odr
0 0 1 2

—De st 1 —st 2
= —g(st+1)) + (s(t—2)+1)| +0
0 1
2e° 202 L, 2
=g Bt + 5+ 5T+ e (5 1),
Foo b b
0. 2[g() = [ e gt =k [ ear= Ko <K ooy
0 a S 4 S

10. Z[f(1)] = /0 T st (1)dt = /0 7 et sen tdt —
27

0 = 52+1(1 — 7)),

82+1(ssent+cost)
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11.

12.

13.

14.

15.

400 b
2 [fat)] = /O e flat)dt = lm [T flat)at,

b—+oo

Si se define u = at, entonces du = adt y, por lo tanto, dt = %du y si t = b, entonces
b 1 rab
u = ab. De aqui se deduce que / e S f(at)dt = E/ e " f(u)du.
0 0
Como a > 0, entonces ab — +oo cuando b — +oo, por lo que

b 1 rab
lim e S f(at)dt = lim —/ e " f(u)du
0

b—+00 J0 ab—r+co
1 ab s 1 S
= - lim e «"f(u)du = —F (—) .
a ab—+o0 Jo a \a
£ 3
Como i 0 cuando t — 0, entonces existe tg tal que V¢ > g se cumple 7| < 1,

es decir |#?| < e'. Luego, segtin el teorema 6, f(t) = t° es de orden exponencial.
El procedimiento es idéntico al utilizado en el ejercicio anterior.

Sit > 0, entonces ‘%(et — e_t)‘ = (et —e7t) = Let — Le7t < let. Por lo tanto, h(t)

es de orden exponencial.

Si f es de orden exponencial, entonces existen constantes C y a, con C > 0, tales que
|f(t)] < Ce. La constante a también se puede considerar positiva, puesto que si

B < 0, entonces CeP! < Ce! y se puede tomar a = 1.

Por otra parte:

8(8)] =

Por lo tanto, g es de orden exponencial.



70 Ecuaciones diferenciales

Ejercicios de autoevaluacién de la seccidon 3, pagina 36

1.3[f]:sz3j4+szil. S'X[h]:szzfm_szgjzr

2. Zg] = G _24)2. 9. Zq| = 48(51;3163)

3. 2[h = mz)ﬁ 0. 21 = 1(5’12)2;271 5

Lzl = TS R e
5-3[07]:4#;3- 12'$[g]:(s—14)2_(s—s4_)24+1'

6. Zlf]l= sz—|6-36+sji1' 2= 541r5+ (5435)2+ (542:15)5'
7 2= Gt 14,3[17]:4(85(;1—;)45

T 11 1 s
15. & [/ / cos(3x) dxdr} = —,Z {/ cos(3x)dx} =7 E"% [cos 3x]| = 2 2359

16. Como f es periddica con periodo 7t/w, entonces

& 1 t/w . o dr E /w . i
m_m/o e™"|Esenwt| —m/o e Stsenw
E g_St w/w
= s TR (ssen(tw) + w cos(tw)) 0
E w (1+e—s7r/w).

T 1w 2t 2
17. La funcién f es periddica de periodo 10 y, ademas,
0 si0<t<5
ft) = _
5 si5<t<10

Por lo tanto,

_ 1 10 —st dt = 5 10 —std
LU=y ||, Ot = s [ e

5 1 _|™ 5 1.5

—st
= - —e e —
1—e 105 g 1—e 105 (

_ 6—105).

5
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18. La funcioén f es periddica de periodo 27t /w y, ademas,

Esen(wt) si0<t<m/w

£(t) = |
0 sim/w <t<2m/w
Por lo tanto,
1 2/ w .
g[f]:m/o e " f(t)dt

E m/w —st

= m/{) e *'senwtdt
E e st w/w

T _(2m/w)s T 2 ;2 (ssen(tw) + w cos(tw)) .

_ E w —s/w
= T 32+w2(1+€ )

19. La funcién f es periddica de periodo 2 y, ademds, f(t) = tsit € [0,2]. Por lo tanto,

1 -1 _
1 1 _
= 1——6_255_2(1—6 25(25+1))

20. La funcién f es periédica de periodo 2a y, ademads:

k si0<t<a
0 sia<t<2a

f(t) =

Por lo tanto,

2a
L] = ﬁ /0 et f (1) dt

k “ o
:—1_6_2as/() e 'dt

. k _1 —St a
1 efZas S e 0
k 1
= (1—e®).
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21. f(t) = tH(t —2).

22. f(t) = (£ +t) H(t - 2).

23. f(t)=(1—t)H(t—4) +2tH(t — 8).

24, f(t) = H(t —4).

25. f(t) = tH(t) — t H(t — 3).

26. f(t) = (1—t*)H(t—4) + (t* =1+ cost) H(t — 7).

27. f(t) = (1+2)H(t—5) = [(t —5)?> +10(t — 5) +26]H(t — 5) =

—bs

ZLf] = e =L [ 410t +26] = es3

(2 + 10s + 26s2).

28. f(t) =t?H(t —4) + (2t — t*)H(t — 5)
= [(t—4)2+8(t—4)+16]H(t —4) — [(t —5)2 +8(t —5) + 15]H(t — 5) =

Lf] =e 8L [ +8t+16] —e S.L [t + 8t +15]

—4s —5s

e
53

(2 + 85+ 1582).

(2 +8s +16s%) — 3

29. f(t) = —3e 2H(t —4) = —:—862(t4)H(t —4) =
_ 3 4 L —Be®
Z = e8¢ Z e }_eg(s+2)'

30. f(t) =ePH(t—4)+ (1+t—e3)H(t —6)

1

= eﬁe*w*‘l)H(t —4)+ (7+t—6— Je 3O H(t —6) =
1

Z[f] = eﬁe_‘“.ﬁf [e73] 4757 [7 +t— e%e_”]

6_45

= Fe Z+l——1
~ e2(s +3) s s elB(s+3))°

31. En el intervalo [g, b[, la funcién corresponde al segmento de recta que tiene como
puntos extremos (a,0) y (b, k), por lo que su ecuacién es y = ;% (t — a). En el inter-
valo [b, ¢[, la funcién corresponde al segmento de recta cuyos puntos extremos son

(b, —k) y (c,0); por lo tanto, su ecuacién es y = ﬁ (t — ¢). En el resto del dominio,
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la funcidn tiene valor 0. En sintesis:

0 si0<t<a
K (t—a) sia<t<b
fly =477 |
—p(t—c) sib<t<c
0 sic <t
\
Por lo tanto,
k
f(t) = = (t—a)H(t —a)
1 1
+kl<c—b_b—a) (t—b)—2]H(t—b)—Tb(t—c)H(t—c).
Entonces
_ k —as 1 . 1 —bs
.Z[f]—b_ae g[t]+k(c—b b—a)e Zt]
— Zke_bsciﬂ [1] — %e_“cf [t]
_1 k —as 1 _ 1 —bs _ k —cs _2k —b
82 {b—ae +k<c—b b—a)e c—b° s¢
t 1 ! 1
32. eat*ebt:/ eaxeb(t—x)dx: e(a—b)x—i—bt (eat_ebt)
0 a—>b g a—b
1
at bt| __ at bt| _
X[e *e}—,ﬁf[e} Z[e] CENIEED)

t
33. tx cos(at) :/ xcosa(t — x)dx
0

1 o
= a—z(cosa(t —x)—axsena(t—x))| = ;(1 — cosat).

0

ZL [t*xcos(at)] = L [t] - £ [cos(at)] = >

s2(s2+a?)’

—(ax +1)e(t=%) t
72

o

s2(s—a)’

1
= ——(at+1—¢").

¢
34, txet = / xe" %) dy =
0 a

0
L [txe"] =2t £ ["] =

. [+ (g + 1)) = [ F@ -+ —dx = [ F@lglt =)+ At - ]dx
= [ Fgte—0dx+ [ FOn(e—dx = [f 5+ F 1)
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36.

Ecuaciones diferenciales

Fe(gemI0) = [ F g o)t —x)dv= [ ft—u)(gsh)(u) du

_/ft—u U” (u—z dz}du—//ft—u h(u — z)dzdu.

[(f*g)*h](t):/t(f*g)( t—xdx_/Uf (x — 2)dz| h(t — x) dx

_/ fo—z dz] t—xdx—//fx 2)g(2)h(t — x)dzdx.

Luego, (f*g)xh = fx(g=*h).

Ejercicios de autoevaluacién de la seccion 4, pagina 51

_ 1 2t _ 1 at yn—1
1. f(t) = 2° (7 sen 4t 4 8 cos 4t). 5. q(t) = (n—l)!e (A
2. ¢() =1—¢". 3
6. r(t) = =(sent + tcost).
3. h(t) = tsent. 2
_1 o2t 2 _ _ 3.5
4. p(t)—4 (=2t+e" —1). 7. r(t)—45360(3780—|—54t + ).
8. q(t) = cos(V/2t) + 5}—0(5\/§tsen(\/§t) — 4v/5sen(v/5t) + 20t cos(V/5t)).
9. p(t) = e* sent.
10. h(t) = —%e‘gt(e& _3).
12-7V3 (743 4 12+7f (7+av3)
gt = =5 o1
12. F(t) —11—6H(t 4)(1 — cos(4t — 16)).
13. f(t) = %ew_l)(t —1)2H(t —1).

14.

15.

16.

17.

o(t) = }L(t _ 10)H(t — 10) sen(2¢ — 20).

3 3
ot 02 2
h(t) = —2e -|—2e —|—2.

—t
p(t) = 816 (36 + 7¢% — 7).

q(t) = e 4 (—4t + 5¢' —5).
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18.

1
r(t) = ——e > (65te +27¢° — 2).

25
19. r(t) = L(—Zebt cos(at) +e*t 4+ 1)
' 2(a% + b?) '
o3t o2t BBt
21. p(t) = %(51‘2 +2cos(V5t) —2).
22..Z[y’—Zy]:.f[eSt}:sf[y]—?)—zi”[y]:si =
. 3s—14 _121. 3t
g[y]_—(s—S)(s—Z):}y_f (e* +8).

1 1
23-f[l/’—y}=$[1]:‘szf[y]—l—f[y]=§:>$[y]=m:>y=e*—1-
24.$[y”—y’—2y}=$[4t2}:szg[y]—s—4—s$[y]+1—zg[y]=S§3

8451438 ) —t 2t
1
1" . —2t 2 — -
25. Ly +y]—.§f[e sent]:>S$[y]+$[y]—(s+2)z+1
_ 1 R DRSNS SRS SRR |
:>,$[y]_(82+1)((S+2)2+1):>y—8e sent+86 cost+85ent 8cost.
26. Z [y +4y" +5y +2y| = £ [10cost]
10s
> S L) -3+ 4PL Y + 5L ] 22 = 5
B 352 +10s + 3 oo b o 4
:>g[y]_(S+2)(5+1)2(52+1):>y_—2e t—e “"+2e " +2sent — cost.
27. L[y +4y +8y] = Lsent] = 2L [y] —s+4sL[y] —4+8L [y] = 52:—1
$3+4s2 4545 2 _t ot
:g[y]_(sz+1)(sz+45—|—8)iy__Zt + 2t 4 2e” " + 2e°" — 3.
o o _s—1 _sts—1
28. Ly -2y =2 [1-t]=>sLy|-1-2ZLy| = 2 :>$[y]—sz(s_2)
1 1 5 o
=Yy=—-+zt+ e

4 2 4
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Ecuaciones diferenciales

L~y +4y = L1 =Ly —s —4— 4L [y] +4+4.2[y] :%

14 2
=Lyl =

1 3,2t | 54,2t
5oz YT itae tale

L'+ =2t =Ly +92 [y = Slz

1

= 2Ly = =>y:%t—2—sen3t.

s2(s2+9)

L =10y +26y] = £ [4] = 2L [y] — 35 — 15— 105.2 [y] + 30 + 26.% [y] = ‘gl

_ 3" —155+4 _ 2 10,5 37 5t
:>$[y]—s(52_108+26):>y—ﬁ+1—e sent + y5e> cost.
X[y”—6y’+8y]:.§f[et}:>sz.§,”[y]—3s—9—6s$[y]+18+8§f[y]:S_Ll

352 — 125 + 10

_ _ 1t 2ty 54t
= Zy] = -1 6519 =y =3¢ +e’ + 3¢
1
_ . 2 _
Ly + 4y] _.i”[e tsent} =5 2Ly —s—4+4L[y| = m
s> +652+10s+9 1 1 ¢ 39 9
if[y]—(52+4)((S+1)2+1)jy—3€ sent+ q5e ' cost+ 55 sen 2t + 55 cos 2t
L' +2 -3y =2 [ = LL Y|+ 2L [y 3L [y] = Si3
_ 1 _ At 1,3t 1,,-3t
:g[y] - (S—|—3)(52—|—25—3) =Yy= 16° 16¢ 4te :
F(t) = 2H(t —4) = 2 [f(1)] = £ [2H(t ~ 4)] = 2e™*
L siz[]—szq]——2a45:n$[]—~4¥:ﬁ—
uego, Yy yi=7 Yy " 5(s3—8)
= %H(t —4) (ez(t_4) +2e4_tcos(\/§(t —4)) — 3).
1 2 —3s

f(H) = t4+2H(t=3) = Z[f(1)] = L[t +2H(t=3)] = 5 + e

1
Luego, 2% [y] +25s — 1 —4s.L [y] -8+ 4L [y] = 2 e
2% + 952 41 4 25~
s%(s?> —4s+4)

2(e*(2t —7) + eS)H(t — 3) + e®(t + 2 (53t +7) + 1)
4e0

=Ly =

=y =
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37. f(t) = costH(t — ) = —cos(t — m)H(t — )
)

38.

39.

:>z1ﬂﬂy:3q—amu—nﬂﬂt—n]:S;flaws

Luego, s>’L [y] —s —1—-92[y] =

457 +s+1—se ™
(s2+1)(s>—9)

= %e—f‘(””) (206%™ (2% + 1) — 3H(t — 11) (e + 237 cos t + e°7)).

P2y - 1122 [y +18L [y] = 2 [f(t)] =

Lyl =21[f(t)]- 54_11152+18

e—ﬁt ezﬁt_ e 3t 3t
Zéf[f(t)]-[— e~ 1)

= Lyl =

/o 2w

—ﬁt( 232t 1) —3¢ 3t
e e e e
Entonces, vy = f(t) * | — — +—=.
(a) Como y es solucién del problema de valores iniciales
1
ﬂy" + by/ +cy = 0, y(O) =0, ]//(O) _ E

7

entonces,

s’ L [y —1+bsZL[y] +cZL[y] =0

y, por lo tanto,
as? L [y + bs.L [y] + L [y] = 1. (29)
Si se aplica la transformada de Laplace al lado izquierdo de la ecuacién
au’” +bu' +cu= f(t), u(0)=0, u'(0)=0, (30)
se obtiene
a5’ [u] +bs.Z [u] + cZL [u] = as® 2L [f xy| + bs L [f xy| + cZL [f * V]
= oL [f1 L [y + b2 [f] L[y + L [f] L [Y]
= Z[f] (as"L [y + bsZ [y] + cZ [y])-

De acuerdo con (29), la expresion entre paréntesis es igual a 1, por ello se concluye
que
as> L [u] + bs.Z [u] + cZ [u] = L [f(1)],

esto significa que la solucion de (30) es u = f * y.
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40.

41.

Ecuaciones diferenciales

(b) Al resolver el problema de valores iniciales

2y" +4y' +y=0, y(0)=0, y(0)=5,

2
se obtiene y = \/T_ (e%(ﬁ_z)t - e—%(ﬁ+2)t) . Por lo tanto, de acuerdo con la parte (a)
de este ejercicio, la solucién del problema de valores iniciales propuesto es
V2 (e%(ﬁ_z)t — e_%(ﬁﬂ)t) * (1+12).

T

La ecuacion diferencial del circuito es LI’ + RI = 2H(t — 5), con E(0) = 0. Por lo
2 2

tanto, Ls.Z [I] + RZ [I] = Ze ™ [l =——0x.

anto, Ls.Z [I] + RZ [I] S¢ = Z[I] S5+ R)

Se concluye que I(t) = %H(t —5) <1 — e—(R(t—5))/L>_

La ecuacion diferencial del circuito es LI’ + RI = k(1 — H(t —5)), con E(0) = 0. Por
k k(1 —e™>)

1 = - — e %8 = —

o tanto, Ls.Z [I] + RZ [I] 5 (1—e) = 2] 55 1 &)

Se concluye que I(t) = &£ (H(t — 5) (e (RE=3))/L _ 1) — p=(RO/L 4 1),
yeq R

Ejercicios de autoevaluacién de la seccion 5, pagina 64

1.

2.

Se aplica la transformada de Laplace en ambas ecuaciones y se reordena:

SL]+ Ly =143 } L L] s )= s } N
42 ] +sZL [y] = -1 42 ] +sZL [y] = -1

2] = —Ssz(;; > Z)l = y1 = L(Be 2 + 7% — 2).
Si se procede de modo andlogo con respecto a 5, se obtiene:
Z vl = —S§2T4—4i2;>4 = yp =t Ge ¥ = G
Se aplica la transformada de Laplace en ambas ecuaciones y se reordena:
(s 6)L ] +32 [ya] = & } N
2L+ (s =1L [y = &5
2(s = 6).2L [y1] + 6.2 [ya] = B¢
25 =6)Z 1] + (s = 6)(s = 1)L o] = * } -
£ y2] x-6 yo = & (7et +2¢7 —9).

- s(s—1)(s—=7)
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Si se sustituye v en la primera ecuacion, se obtiene:

yl—6y1:6e 47t_+_18/
cuya soluci6n es y; = 4 (—42e' + 42¢% — 20e7 — 15).

3. Se aplica la transformada de Laplace en ambas ecuaciones y se reordena:
(25 = L[] + (5~ 1 ys] = 3 } .
(s+2)ZL [yl + (s +1)Z [y] = 27
(s + )(zs—w[m+<s+1>(s—1)$[yz]=5s+6}
(1=5)(s+2)L ] — (s +1)(s = 1)L [y2) = 35 —2

8s +4
s2+1
Si se sustituye y; y su derivada yj = 4cost — 8sent en la segunda ecuacién, se

ZLnl = = y; = 4sent + 8cost.

obtiene:
yh+ 1o = e —20cost,

cuya solucién es y, = 3(2le~ + ¢! + 20sent + 20 cost).

4. Se aplica la transformada de Laplace en ambas ecuaciones y se reordena:

(2 + 1)L [y1] + £ [y2] =0 } .
sL ] +sZ [y =1

—s(s®2+ 1)L [y1] —sZ [y2] =0 } N
sZ ] +sZL [y =1

1
Ll =-5=n=—t

Si se sustituye iy, = —t en la segunda ecuacién, se obtiene:
1 t2

Yy =t=1yp = +1, pues y2(0) = 1.

5. Se aplica la transformada de Laplace en ambas ecuaciones y se reordena:

2L ]+ L [ya] = 2 } .
—s.Z 1] + 2L 2] = 2

2L+ L[y = -2
2 >
=22 ] +5°L o] = B

_ —2s 25 —2 5.t t ., 8,t/2 V3
Ll = oy T age T i e s s (),

Si se procede de modo andlogo con respecto a y1, se obtiene:

4 —2s 2s
Zlnl= s(s —1)(1+s%) 1T

=y =1+ +5e ”%05(@1‘) —4.
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6. Se aplica la transformada de Laplace en ambas ecuaciones y se reordena:

L2 [y1] [3/1 2(s +s+1) } _

L] +5Z [ya] = % 452)2

L) — 252 [yo] =2(s2+54+1) }

22 [y1] +2sZ [yo] = %

2(s—1)
(s —2)s

Si se sustituye y; en la segunda ecuacion, se obtiene:

L] = =y =+ 1.

yh = 4e? = yp = 2¢2 — 1, pues y»(0) = 1.

7. Se aplica la transformada de Laplace en ambas ecuaciones y se reordena:

252 (1) + (s —3)L [yo] =0 }
Lnl+ZLy =3

252 [y) + (5 — 3) L [y2] = 0 } .
~25.% [y1] - 252 [y] = 2

=

2

Si se sustituye y, = % — %e‘3t en la segunda ecuacién, se obtiene:

yi=t=F+5e ¥ sy =325t Fe ¥ 4§, puesy (0) = 0.

8. Se aplica la transformada de Laplace en ambas ecuaciones y se reordena:

L ]+ (25 - 1)L [ya] = 3 } N
—sZ ] =22 [y2] =0

1
& [yz] = m = Yo = %(—31"}‘263”2 —2)

Si se sustituye y» en la segunda ecuacién, se obtiene:

Y= —3(-3t+2%2-2) =y = —3(-32+ 332 —2t) — £ pues y;(0) = 0.

9. Se aplica la transformada de Laplace en ambas ecuaciones y se reordena:

<s+1>z[y1]+<s—1>z[yz1=o} _
~(s+ 1)L [y] ~ 22 [ya) = ~1

L y] = S5-3)

=1y = %(1—e B.
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Si se sustituye v, en la segunda ecuacion, se obtiene:

1 2
]//1 +y1 =3 + 5631?,

cuya solucién es y; = e ! (2¢! 4 ¥ — 3).

10. Se aplica la transformada de Laplace en ambas ecuaciones y se reordena:

3 A
—s
SSL ) +sL el = 5~
s +1 -
25 2] + L ]_53—252—|—s—1
4 vl = s$2+1 )
st )
—53$[y1]—52$[y2]:m
=
25 2] + L ]_33—252—|—s—1
4 Y2l = 52+1 Y,
st+s3—282+5-1
g[yl]:_ 2 >
s(s2+1)(s?2+2)

Y1 = %(—\/Esen(\/it) +4cost — 7cos(\/§t) +1).

Si se procede de modo andlogo con respecto a 1, se obtiene:

$3—4s2+s5—1 .
(2 +1)(s212) = 1 = 3(6sent — 7\/2sen(v/2t) + 2 cos(V2t)).

11. La cantidad de solucién salina permanece constante en ambos tanques. La canti-

Z y2] =

dad de sal por galén, en el primero, es me () y la cantidad de sal por galén en el
segundo es &5 Y (£). Por esta razén, se tiene que

1794 1 3
T EY( ) — EX( )
dY 3 3

dt 10 ()_EY()

Si se aplica la transformada de Laplace a ambas ecuaciones y se reordena, se obtiene:
s+ ) 21X - Lo =50
10 20 N
3 3\ 1
—Ef [X] + <s + 20) Ei’ [Y] = 50.

La solucidn del sistema es:

X() = 2 (384 VAB)el 5V 4 (33 /33BN,

2
Y(#) = 1? (11— VA~ 4 (11 4 )50/
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12. Las ecuaciones diferenciales de los circuitos son:

5% +30L — 30, = 2H(t — 4),
dl
1od—t2 —301; + 1301, = 0.

Si se aplica la transformada de Laplace a ambas ecuaciones y se reordena, se obtiene:

(55 +30).Z (] — 30.2 [I] — 56_45,

—30.% [I] + (10s 4 130).Z [I,] = 0.

La solucidon del sistema es:

1
Li(t) = @e—15f(143e15f — 13511116 _ 880 (¢t — 4),

P A R L. T R S Tr R B N
L(t) =6 <825e 53¢ + 555 ) H(t—4).



