'FUNCIONES DE BESSEL

1. LA ECUACION DE BESSEL Y SUS SOLUCIONES.
Considérese la ecuacién diferencial

1 V2
" i v —
y' oyt (1 $2) y=0 (1)

donde v es un pardmetro. Dicha ecuacién se conoce como ecuacion de Bessel
y juega un papel importante en Matematica Aplicada.

Se demuestra que una solucién de la ec. (1) es la llamada funcién de
Bessel de primera clase de orden v, la cual se define por

_ & (DM (/2)
Ju() _kz::ok! M(v+k+1) ,

Cambiando v por -v, se observa que

|z |< o0 (2)

(1/2) —v+2k
Il ZMI‘ —v+k+1)

(3)

es también solucién de la ec. (1).

Siv#n(n=0,1,2,..), la funcién J_,(z) no estd acotada cuando z — 0
mientras que J,(z) tiende a cero en las mismas circunstancias; por lo tanto,
J,(z) y J_.(z) son linealmente independientes y la solucién general de la ec.
(1) puede escribirse como

y = Cilu(z) + CoJ_.(2) (4)
donde C; y C; son constantes arbitrarias.
Cuandov =n (n=0,1,2,- - -), se tiene que
J_n(z) = (=1)"Ju(z) (5)
En efecto:
0 (—1)k(z/2)""+2*

Jonle Z 'F(—n+k+1)

Puesto que I'(z) es infinita para z entero negativo, los términos de la
suma con k < n se anulan y




& (D)
J®) = T Cns k¥ )

Haciendo k& — n = s, queda que

B oo )n+s($/9)n+”s B " 00 (_1)s(x/2)n+23
Jonle) = ; (n+s)! I(s+1) = (=1 S,:Z(]s!f‘(n—i-s%—l)
= (=1)"a(z)
Se ha visto que cuando v = n (n = 0,1,2,- - -), las funciones J,(x)

y J_,(z) son linealmente dependientes y, en consecuencia, en este caso, la
solucién general de la ec. (1) no es de la forma (4). Surge asi la necesidad
de buscar otra solucién de la ec. (1) que sea linealmente independiente con
J,(z) para cualquier valor de v. A tal efecto, considérese la funcién Y, (z),
definida por

J,(z)cosvm — J_, ()

senvm

Y, (z) =

Yn(l) =1l/i—7+7}z Y,,(IL‘) (TI, = Oa 1)27 o )

Siv#n(n=012--),la funcién Y,(z) es solucién de la ec. (1)
puesto que no es mas que una combinacién lineal de las dos soluciones J, (z)
y J_.(z). Ademis, en este caso, la independencia lineal de Y, (z) y J.(z)
surge como consecuencia inmediata de que J,(z) y J-,(z) son linealmente
independientes.

Usando las series de J,(z) y J_.(z), y aplicando la regla de L’Hospital,
resulta que '

(Tl=0,1,2,"-') (7)




dondez >0, Ho=1, Hp=1+34+3+ - += (m=12,---)yyesla
constante de Euler, definida por

v =lim (Hmn—Inm) =~ 0.57722157

m-—00

Cuando n = 0, la 1iltima suma en (7) debe reemplazarse por cero. La
presencia del término logaritmico indica que Y, (z) es linealmente indepen
diente con J,(z).

La funcién Y, (z) es denominada funcién de Bessel de segunda clase de
orden .

Luego, la solucién general de la ecuacién de Bessel, para todo valor de v,
puede escribirse como

y=CiJ,(z) + C2 Y. () (8)

En algunas aplicaciones la solucién general de la ecuacién de Bessel se
expresa en la forma

y = CiHM(z) + CH () 9)

donde H{V(z) y H{?(z) son llamadas funciones de Bessel de tercera clase
6 funciones de Hankel de orden v, definidas por

HW(z) = J(2) +iY(z) ,  HP(z) = J,(z) - iY.(2) (10)

Una generalizacién de la ecnacién de Bessel, incluye un pardmetro A en
la forma

" 1/ 2 V2
y+;y+ )\—;—2 y=20 (11)

Haciendo el cambio z = Az en (11), se deduce que la solucién general de
esta ecuacién viene dada por

y = C1J,(A\z) + C; Y, (Az) (12)




2. FUNCION GENERADORA DE Ja(z).
Se tiene que

w(z,t) =ef71) = 3 g () (13)
En efecto:
e%(t——%) = ez'Z!e_.Qz—t‘ = Z an(.’lj)tn

Multiplicando las series
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e igualando los coeficientes de los términos con idénticas potencias de £, se
obtiene que

_ Ju(z) , n=0,1,2,-- -
WO = (C)Ma) L n=—1-2 e

Luego,
-1 0
(=) = 3 (=) (@)t + Y Jalz)t
n=—00 n=0
Segtin (5), se tiene que (—1)"J_,(z) = J.(z), resultando asf (13).

3. FORMULAS DE RECURRENCIA.
Se tiene que

% (_1 k 2 v+2k 00 -1 k.2v+2k
IEVJ,,(J?) — .’DV Z (’.' ) (‘T/ ‘_) —_ V+2k( ’ ) z -
S K Tv+k+1) =2 K T(v+k+1)

Luego,




d ., & (—1)F(2u + 2k)z %
__.[2,‘ Ju(x)] = Z:% ov+2k fl F(I/+k+ 1)
oo 1)k2(1/+k) 2v42k—-1
E 2v+2k K (v+ k(v + k)
0o ) (.’E/Z)(" 1)+2k
Z 'F[V—-l)+k+1]

=
8
o

lo cual significa que

d
E [ZIUJV(.T)] = .’IIUJ,,_.l(.’L‘) (14)
Andlogamente, se demuestra que
d el 4 -V
= [T @)] =~ (@) (15)

Derivando el lado izquierdo de (14) como un producto, se tiene

ve'  ,(z) + 27 J(z) = ¥ J,_1 ()

bt 74

de donde, al multiplicar por 7%, resulta

= J,(2) + Ji(a) = Jumi(2) (16)

De la misma manera, desarrollando la derivada en (15) y multiplicando
luego por z*, se obtiene

~= (@) + I, (@) = ~Josa(2) (17)

Sumando y restando las férmulas (16) y (17), resultan

2J,(7) = Juos(2) = Ty (2) (18)
y

2v

—:—B—J,,(:z:) = Jyo1(z) + Josa(z) (19)
respectivamente.




Obsérvese que, utilizando repetidamente (19), cualquier funcién de Bessel
Jo(z)(n = 2,3, - ) puede expresarse en términos de Jo(z) y Ji(z).
Las férmulas (14) y (15) también resultan titiles escritas en la forma

/m”J,,_l(x)da: =z"J,(z) +C (20)

/m“"J,,H(:c)da: =—z "], (z)+C (21)

Tomando v = 0 en las férmulas (15) y (21), se obtiene el caso particular
Ji(z) = —-N(z) /Jl(a:)dx =—Jo(z)+C

el cual es utilizado frecuentemente.
Las funciones Y, (z), HY(z) y H{?(z) satisfacen las mismas férmulas de
recurrencia.

Ejemplo 1. Hallar 2 [%J5(2z)] en términos de funciones de Bessel.
~Solucién.

d
— [a2(22)] = 22J5(22) + 2* - 25(22)

Nétese que al derivar la funcién de Bessel se multiplica por la derivada
del argumento.
Usando (16) con v = 3 y 2z en lugar de z. queda

%Jg(h) + J(22) = Ja(22) = J4(22) = Jo(22) — %J:,(Zm)
Sustituyendo J(2z), se obtiene

_(%:. [x2J3(21)] = 2zJ3(2z) + 222 [J2(2z) - %JS(%’)]
= 22%J,(2z) — 2J3(2z)

Ejemplo 2. Demostrar que
Ji(z) = (1 - 4z72)Ji(z) + 2z~ Jo(z)
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Solucién. )
Usando (16) con v = 2, se tiene

2 1(e) 4 J4(x) = (&) = Jya) = (@) — 2 (@)
Tomando v = 1 en (19), queda

2 2

;Jl(:p) = Jo(z) + Jo(z) = Jo(z) = Ejl(m) — Jo(z)
Luego,

Ji(z) = Ji () - 2 [%Jl(m) - Jo(m)] = Jy(z) = (1 472 Jy(z)— 227 ()

T

Ejemplo 3. Hallar I = [ z%J,(z)dz en términos de Jy(z) y J1(z).
Solucién.

I= /x2 -2%J;(z)dz. Integrando por partes:

u=1z’= du=2zdz

dv =z2J)(z) = v= /:chl(:z:)dz = 22 J5(z) (segiin(20))

I=uv— /vdu =z'Jy(z) — 2/x3J2(x)da:
Usando de nuevo (20), se obtiene
I =z'Jy(z) - 22°J3(z) + C
Aplicando (19), resulta finalmente

I= /m4J1(:r)d:E = (8:1:2 — :z:“) Jo(z) + (43:3 - 161) Ji(z) +C




4. FUNCIONES DE BESSEL MODIFICADAS.
La ecuacidn diferencial

1 2
y”+;y'—<1+§2—)1 =0 (22)

se conoce como ecuacion de Bessel modificada. Dicha ecuacién puede es-
cribirse en la forma

1 l/2
/" / -2
+ -y + - =0

correspondiendo asi a una ecuacién de Bessel del tipo (11), con pardmetro
A =1y, en consecuencia, una solucién de la ec. (22) es la funcién de Bessel
de argumento imaginario J, (iz).

Se observa que

i _ (1,:1:/2)"+2k i $/2)V+2k
= UFu+k+1 R T+ k+1)
o = (g/2)
@ Z_: RT(v+Ek+1)

Puesto que J,(iz) es solucién de (22), también lo es i7%J,(iz). Asi, se
define la solucién de argumento real :

00 (;r/2)"+2k
I(z) = ,
(@) Ig)k! Flv+k+1)
denominada funcién de Bessel modificada de primera clase de orden v.
La funcién I_,(z) es otra solucién de la ec. (22). Siv#n (n=0,1,2,---)

las funciones I,(z) y I-.(z) son linealmente independientes y la solucién
general de la ec. (22) puede escribirse como

|z |< oo (23)

y=C1(z)+ C’gI-,,(:E) (24)

Cuando v =n (n=0,1,2,- - -) se tiene que
I_n(z) = In(x) (25)
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por lo que, en este caso, la solucién general de (22) no es de la forma (24).
Se define la funcion de Bessel modi ficada de seqgunda clase de orden v
por

(26)

K, (z) =lim K,(z) (n=0,1,2,--)

Para todo valor de v, la solucién general de la ecuacién de Bessel modi-
ficada, puede escribirse como
y = C11,(z) + Co. K, (z) (27)

Las funciones [,(z) y K,(z) satisfacen las siguientes férmulas de recu_
rrencia:

FELE =laE L] = ()
SL@)+ L) = L) SL(@) - L) = ~La()
2;’/ L) =L@ - L) ;  20) = Ly(2) + L (z)
% [z“K,(z)] = —2"K,_\(z)  ; ;; [x‘"Ku(:v)] = -z "K,1.(z)
“K(2)+ K@) = ~Kuma() gx,(x) — K(z) = Ky41(2)
2?” K (2) = Kpn(z) - Koa(z) 5 —2K.(z) = Ky_1(z) + Ko (2)




5. FUNCIONES DE BESSEL DE ORDEN +1/2.
Se tiene que

— ($/2)2+2k 0 (—1)* T3tk

=2 on

(+k+1) Pt kur( +k)

Jija(z) = i
Aplicando la férmula de duplicacién de la funcién Gamma
222710 (2)r (z + %) = /7['(22)
con z =k + 1, se tiene que
2*HIT(k+ 1)I (k + g) = /7[(2k + 2) = 2°*H1ID (k + g) = V7(2k + 1)!

Luego

\/> k p2k+1 \/7 k p2k+1
J1/2 T 22k+1k! F T {24 2k +1)!
Jij2(x) = 4 2 se (28)
T) = ¢/ —senx
1/2 =

Andlogamente, se demuestra que

J_12(z) = \/gcosx : (29)

Para las otras funciones de Bessel se tienen las siguientes expresiones:

2 2
Yij2(z) = =/ —cosT Y_i52(z) = ‘/ —sens

) 2 .
HO @) = —iyf == 5 HY,(@) = /="

T

2 2
Lo(z) = 4 ;m-senhx ; I_y(z) = ‘/ o coshz
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™
1{1/2(33) = ]{_1/2(1') = ﬁe_m

Usando la férmula de recurrencia (19) se pueden obtener expresiones de
las funciones de Bessel para v = +3/2,£5/2, - - --Por ejemplo, tomando v =
1/2 en dicha férmula, se tiene

1 1
;Jl/z(x) = J_172(z) + J3pa(x) = J3p2(z) = ;Jl/z(z) ~ J_1/2()

de donde resulta

6. REPRESENTACION INTEGRAL DE J(z).
Usando la funcién Beta
[(a) T'(b)

Bla,b) = T

1
= / w1 —w)’ 'y, a,b>0
0

se tiene que

F(k—f—%) F(l/+%)
v+ k+1)

1 1
= k~3(1 — u)*"2d > ——
_/0 w2(1—u) u o, Vv 5

Haciendo u = t? en la integral, queda

T(k+3) T(v+3)

1
= /t2’°“‘(1—t2)"—%2tdt

Fv+k+1) 0
1 1
= 2 1 -t*)"2dt
0
1 1
— / t2k(1 _ t2)u—§dt
-1
de donde
1 1 /1 2% 2\v—1 1
= £26(1 — 2)"2dt |, v > —=
Fv+k+1) T(k+3)T(v+3)/ ( ) 2

11




oo ___1 /2 v+2k o /2 v+2k 1 ok oy 1
J(z) = ,;l(cll“u(+/k)+l kg i )(2)/I‘)(1/+ )/ t26(1 — £2)" 2 dt

_ LA-?)_j [ a-ep [i (—1)(at)*

r(v+3 2% KT (k+ 1)

Aplicando la férmula de duplicacién de la funcién Gamma, se tiene

2% (k + %) Kl = J/7(2k)!

y, entonces

_ (=/2) ! 1 [ & (=1)¥(t)?
J.(z) = m/; 2 I:Z (2%)! } dt

esto es,

J(z) = (=/2)” ) /1 (1- tz)””%cos:rt at , v> —% (30)

ﬁ[‘(u-i—% -

Haciendo t =cosf en (30), se obtiene

2) n ) 1
J(z) = —(—m—/—)-——/ cos(zcosb) sen®"8 de , V> —C (31)
VAT (v +4) Jo 2
También pueden obtenerse representaciones integrales para las demds fun-
ciones de Bessel.

7. COMPORTAMIENTO DE LAS FUNCIONES DE BESSEL
DE ORDEN Y ARGUMENTO NO NEGATIVOS.
Funciones de Bessel de primera clase.
Para z > 0y v > 0, la funcién J,(z) es acotada y muestra un cardcter
oscilatorio.
xl/

JV(I)ZW, z—0
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Funciones de Bessel de segunda clase.
Para z > 0y ¥ > 0 la funcién Y,(z) es de cardcter oscilatorio, acotada
en infinito.

_2'I'(v)

T Ty T I

2
Yy(x):\/%sen(x—y—;—g> , I — 00

Y, (z) ~

Funcién de Bessel modificada de primera clase.
Para £ > 0y v > 0 la funcién I,(z) es positiva y crece monétonamente
cuando x — oo.




Funcién de Bessel modificada de segunda clase.
Paraz > 0y v > 0lafuncién K, (z) es positiva y decrece monétonamente
cuando x — co.

2v-IT 2 .
K. (v) ~ 27T , IG(E) - , -0

¥ I

K, (z) ~ ,/%e" , T — 00

K,(0)=00 ; K,c0)=0

Luego:
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8. ORTOGONALIDAD.

Sean \; (i = 1,2,- - ) las raices positivas de la ecuacién

J,(Aa) =0 (32)
Es conocido que la ecuacién diferencial

1 2
u”+—u’+(Af—V—2)u=0
T I

tiene como solucién particular
u = J,,()\-lSE)

De igual forma

tiene la solucién
V= JU(AJ.T)

Multiplicando la ecuacién en u por zv, la ecuacién en v por zu, restando
luego e integrando la ecuacién resultante entre 0 y a, se obtiene

(/\? - /\3) /Oa zuvdz = [r(uw’ — )]y

(A2 - 22) /0 * 2 d, (@), (As2)dz = a A, (a) L (Ae) — A (\sa) T (Aa)]
Si A; y A; son dos raices distintas de la ec. (32), resulta que
/0 "ol (\2),(a)dz =0 | i (33)
lo cual significa que el conjunto J,(X\z) (i = 1,2,- - -) es ortogonal en el

intervalo (0,a) con funcién peso z.
Para i = j, se tiene que

@ Al (Na) gL (Aa) = Mdu(Aa) (A
J— g i 5
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Usando la regla de L'Hospital, queda que

2
¢ 2ivavde — C 7 v’
/0 22 (Na)dz = 2 [T, (\a)]

&

Aplicando la férmula de recurrencia (17) y la eco (32), resulta

/a zJ (\iz)dz = % 2 (va) (=1,2,--) (34)
0

Se demuestra que la propiedad de ortogonalidad (33) también se satisface
cuando \; (i = 1,2,- - -) son las raices positivas de la ecuacién

hJ,(Ma)+ X J(xa)=0 (h>0) (35)
En este Gltimo caso, se tiene que
/ "rR(Na)ds = L (A= Z) 2 (a) (=120 GO
0 N

En el caso particular de que h = v = 0 en (35), se tiene que la primera
rafz es A, = 0 y para dicha raiz la ec. (36) se reduce a

9. SERIES DE FOURIER-BESSEL..
Supdngase que f(x) tiene un desarrollo convergente de la forma

f(&‘:) = ZC{Jy()\gI) ’ D<zz<a (37)
i=1
donde ); (i = 1,2,---) son las raices positivas de la ec. (32) 6 de la ec. (35).
Multiplicando ambos miembros de (37) por z.J,(A;z) (j fijo) e integrando
entre 0 y a (suponiendo que la serie es integrable término a término), queda
que

/a zf(z)J,(\z)dz =) Cifo zJ,(Miz)J (Ajz)dz
0 i=1
Aplicando la ortogonalidad (33), se obtiene

16



oz f(x)d,(Mz)d . )
Ci = Ofoal‘JE()\iSE)d.’E (7’ =12, ) (38)

Teorema. Si f y f’ son seccionalmente continuas en (0,a), entonces la
serie de Fourier-Bessel (37) con coeficientes (38) converge a f(z) en todo
punto z donde f es continua. Si z es un punto de discontinuidad, la serie
converge al valor 3(f(z+) + f(z—)].

10. DISTRIBUCION DE TEMPERATURAS EN CILINDROS.

Ejemplo 1.

Considérese un largo cilindro macizo de radio r = a cuya superficie lateral
se matiene a temperatura cero. Inicialmente, la temperatura en el cilindro
est4 dada por f(r). Suponiendo que no hay variacién con z y que la tempe
ratura para cada radio r es la misma en toda esa superficie (independiente de
6), se desea hallar una férmula para la distribucién de temperaturas u(r,t)
en el cilindro.

El modelo matematico del problema estd constituido por la ecuacién de
calor

ou (P, 10m
ot or?  ror

junto con las condiciones

) 0<r<a,t>0) (39)

u(a,t) =0 u(r,0) = f(r) (40)

Ademsés, se exige que la funcién u(r,t) debe ser acotada en todo el volu-
men del cilindro.
Usando el clasico método del producto, supéngase que

u(r,t) = R(r)T'(t) (41)

Sustituyendo en la ec. (39), se tiene

R(OT'(t) = k [R”(r)T(t) + %R’(r)T(t)]

R'(r)+R(r) _1T'@) _ 2

R(r) CkT@)
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Adicionalmente, de la condicién u(a,t) = 0, se deduce que

R(a) T(t) =0= R(a) =0
De esta manera, se obtienen los dos problemas éiguientes:

R"(r) + %R’(?‘) +AR(r) =0 , R(a) =0 (42)

T'(t) + kX*T(t) = 0 (43)

La ec. (42) corresponde a una ecuacién de Bessel con pardmetro A del
tipo (11), en donde v = 0; por lo tanto, su solucién general es de la forma

R(r) = CLIo(Ar) + CaYo(Ar)

La funcién R(r) debe estar acotada en r = 0, por lo que se deduce que
Cy = 0, ya que Yy(0) =-00. Asi, queda que

R(r) = CyJo(Ar)
Ahora,
R(a) =0= C1Jo(Aa) =0
Para obtener solucién no trivial, se debe tomar C; # 0 y, entonces

Jo(Aa) =0 (44)

Si A\ (i = 1,2,-- ) son las raices positivas de la ec. (44), se tiene que,
aparte del factor constante, las funciones

Ri(r) = Jo(\r)  (=1,2,--+)

son soluciones de (42).

Para los valores de A considerados, la ec. (43) tiene las soluciones parti
culares

Ti(t) =e ™ (i=1,2,-")

Asi, la sucesién de funciones

18




ui(r,t) = Jo(/\ir)e_k’\?t (1=1,2,---)

satisfacen la ec. (39) y las condiciones de contorno consideradas y, de acuerdo
con el principio de superposicién, la funcién

u(r,t) = i CiJo(Nir)e Nt (45)

i=1
también las satisface.
Aplicando la condicién u(r,0) = f(r), se obtiene la serie de Fourier-Bessel

e 2]

f(’f') = Z CiJo(/\iT)

i=1

de donde
2 a ‘
Ci= W /(; 7 f(r)Jo(Nir)dr (:=1,2,---)

Finalmente, la distribucién de temperaturas en el cilindro viene dada por

ad a )\1‘ —k)2t
u(r,t) = %Z [/0 rf(r)Jo(Mir)dr j;g)\;)) e kN

donde la suma es tomada sobre todas las raices positivas de la ec. (44).

Se puede verificar, sin mayor dificultad, que si se reemplaza la condicién
de que la superficie lateral del cilindro se mantiene a temperatura cero por la
condicién de que a través de dicha superficie se transmite calor a un medio
circundante que estd a temperatura cero, esto es,

(46)

u.(a,t) = —hu(a,t)  (h constante) (47)
resulta que
u(r,t) =_Z_i ail [/a rf(r)J. (A-r)dr] J. (/\'r)e_k’\?t (48)
3 a2 pa C)\f-i-hz) Jg(/\la) o 0\ 0\

donde la suma es tomada sobre todas las raices positivas de la ecuacién
hJo(Aa) + A Jy(Aa) =0 (49)
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Cuando h = 0, se tiene

2 e 2 & Jo(Air) _paz
u(r,t) = ;/0 rf(r)dr + = JZ=2 Uo rf(r)Jo(Nir)dr T20wa) e Rt (50)
donde Mg, A3, - - -+ son las raices positivas de la ecuacién
Ji(Aa) =0 (51)

La 1iltima solucién corresponde al caso en que la superficie lateral del
cilindro esté aislada térmicamente, esto es,

ur(a,t) =0 (52)

Ejemplo 2.

Un cilindro macizo estd limitado por las superficiesr = a,z =0y z = b.Se
desea determinar la distribucién de temperaturas estacionarias en el cilindro,
'si =0 en las tos primeras superficies y u = f(r) en z =1b.

En este caso, el problema de contorno a resolver es el siguiente:

%y  10u 0% -
w—i—;-a—;—i-azzzo , (0<r<a0<z<b) (53)
u(a,z) =0 ; u(r,0)=0 ; u(r,b)= f(r) (54)
Suponiendo
u(r,z) = R(r)G(2) (55)

se tiene que

R"(r)G(z) + %R,(T)G(Z) + R(r)G"(z) =0

R'(r)+1R() _ G"(2)

_ 2
RO - 6

R(a)G(z) =0= R(a) =0 ; R(r)G(0)=0=G(0)=0
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Luego:
R'(r) + %R’(r) FAR() =0 , R(a)=0 (56)
G"(z) — NG(z)=0 , G(0)=0 (57)
Al igual que en el ejemplo anterior, de (56) resulta
Ri(r) = Jo(Ni1) (i=1,2,---)
donde \; (1 =1,2,- - --) son las raices positivas de la ecuacién
Jo(Aa) =0
Para el problema (57), se obtienen las soluciones particulares
Gi(z) = senh);z (t=1,2,,---)

De esta manera, la funcién

r,z) =Y CiJo(Air)senh;z (58)

i=1
es la solucién del problema de contorno, supuesto que las C; sean tales que
se satisfaga la condicién u(r,b) = f(r), esto es,

ZC Jo(Air)senhA;b

de donde se deduce que

2 a :
Cisenh/\ib = m—)/; Tf(T)Jo(AiT')dT‘ ('L = 1,2, . )

Asi, resulta finalmente

W= S5 [ Hemona] BEOEESE @

donde la suma es tomada sobre todas las raices positivas de Jy(Aa) = 0.
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EJERCICIOS

1. Hallar en términos de las funciones de Bessel Jy y J; :

d [m3J4(a:2)] b)/ J4(:E)d:c c)/.]g(z)dx

o) dz z3

2. Expresar Js/2(z) en términos de senos y cosenos.

3. Demostrar:’

a) 4J,)(z) = J,—o(z) — 2J,(z) + Jus2(x)
b) 8J) (z) = Ju—3(z) — 3J,—1(z) + 3J41(z) — Juy3(z)

4. Haciendo t = ¢ en la expresién de la funcién generadora de J,(z),
deducir que

cos(zsend) = Jo(z) + 2[J2(z) cos 20 + Ja(z) cos 46 + - - -]

sen(zsend) = 2 [J1(z)send + J3(z)sen3f + Js(z)send56 + - - |

De las férmulas anteriores, obtener que

1= JQ(SII) +2 [Jz(:z:) + J4(g;) + .. ]
%senm = Ji(z) — J3(z) + Js(z) — + - -

5. Deducir que

w/2
/ Jo(zsenf) cos fsenfdf = Jla(:m)
0
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6. Deducir una férmula para la distribucién estacionaria de temperaturas
u(r, z) en el cilindro macizo limitado por las superficiesr =1, 2 =0y z =1,
si u = 0 en la superficie r=1, u = 1 en la superficie z = 1 y la base z = 0
estd aislada.

2. Jo(N\r) cosh Az

Sol. wu(r,z) =2

2 Nh ) coshy 0 )= 0]

7. Un cilindro macizo estd limitado por las superficies r = 1, z = 0
y z = b. La primera superficie estd aislada, la segunda se conserva a la
temperatura cero, y la tltima a las temperaturas f(r).

Deducir la férmula de las temperaturas estacionarias u(r, z) en el cilindro.

2z ! 2rrn Jo(Air) senhA;z
. =7 d 2 / Jo\Ni
Sol. u(r,z) 5 o rf(r)dr + ; [ A rf(r)Jo(Air)dr J20%) senbab

donde Mg, A3, - - -~ son las rafces positivas de J;(A) =0

8. Cuando f(r) = A (0 < r < 1) en el problema anterior, demostrar que
u(r, z) = 42,

9. Determinar las temperaturas estacionarias acotadas u(r, z) en el cilin-
dro semi-infinito (z > 0) deradior =1, siu =1 en la base z =0 y en la
superficie 7 = 1 se transmite calor al medio ambiente a temperatura cero, de

acuerdo con la ley u.(r,t) = —hu(s,t).
o 1 JO(A,'T) Y
. = 2 E iz Y = )
SOI u('f', Z) li=1 A? + h2 J[)(At) € ) [hJO(A’L) A‘l'Jl (A1)]
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